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CHAPITRE V. 

APPLICATION DE LA MfiTIIODE PRfiCfiDENTE AUX EQUATIONS DE L\ FORME 



1. Quand le genre do la relation 

en yet J est nul, une transformation birationnelle perniet, comme 
nous Tavons dit, de ramoner Tequation difTerentiellc a la forme 

oil R designe une fraction rationnelle en y. 

(*) Annales de rEcole Normale, t. VIII, p. 267. 
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Si rintegrale generale d'une telle equation n'admet que n valeurs 
se permutant autour des points critiques mobiles, elle pent s'ecrire 

M[.y,(x) ]_P 

^Ly,(^)] " • 

M et N etant deux polynomes en y de degre /i et C une constante ; ou 
bien encore 

L'un au moins des coefficients y^ {x) depend de la constante C. Pour 
fixer les idees, admettons que y^, depende de C. (Pour echapper d'ail- 
leurs au cas exceptionnel oil cela n'aurait pas lieu, il suffiraitde rem- 
placer J par J -i-^', k representant une constante quelconque.) Dans 
cette hypothese, exprimons C en fonction de Yo5 on voit que 

yi =Ai yo+B,, 
•/i = Ai yo-HBj, 



L'equation (2) devient ainsi 

(3) ^«H-(A„_,yo-hB«_,)j'»-»H-...-f-(A,yo-+-B,)y4-7o = o, 

ou encore 

^■*^ ^'~ A,_,/-» + ... + A,7 + i 

Dans cette egalite les A et B designent des fonctions de x bien deter- 
minees, et y© une fonction qui satisfait a une equation de Riccati 

(5) Yo = 'nyl-^riy^^p. 

Si rintegrale de Tequation (i) est de la forme (2), il existe un sys- 
teme de fonctions A,, By, m, /^, p, et un seul, telle que cette integrale 
soit definic par Tequation (3). II en resulte qu'elant donnee une equa- 
tion (i), on reconnait a Faide d'operations lineaires si Ton pent deter- 
miner un pareil systeme, et, dans ce cas, le systeme s'obtient lui-memc 
a Faide d'operations lineaires. 
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Ceci rappete, void quelle doit etre la marche du calcul : on dilTe- 
rerttie Tequation (4) par rapport a ^r, et on rempiace y„ et yl par leurs 
valeurs en v et y dans I'^quation (5). En identifiani I'equalion ainsi 
ubtenue avec reqimtion donnee, on forme un certain systeme de rela- 
tions qui doivent etre compatibles, et qui. si elles sonl compatibles, 
sonl parfaitcmcnt determinees. L*equalion se trouvo alors ramenee, 
par dcs operations puroment algcbriques, a une equation de Riccatt. 

Invprscment, ce procede permet de former toutes les equations (i) 



y^l{\f,(j:)] 






dont I'integrale prend seulement n valeurs autour des points critiques 
mobiles (n etant donne). On voit que, dans le cas plus general, P est 
de degre an, et Q de degre an — 2. Les (4'i — 1) coeflicients de H 
a'exprimenl en function des (an + i) fonctions arbitraires A,-, By, m, 
n,p, et de leurs deriv^es premieres. Ces coefficients salisfont done a 
{■in — 1) relations differentielles. Pour calculer ces relations, on eli- 
mine entre les{'in— valeurs des coefficients de K les (an — 2) 
derivees des A,, By qui figurent seules. It reste ainsi {■in+i) ega- 
lites, d'oii Ton pent tirer les A,. By, m, n, p en fonction des coefficients 
de R, et, en portant ces expressions dans les valeurs de —> --~i on 
forme {in— 2) relations oil figurent les coefficients de R et leurs de- 
rivees premieres.ou. d'une mani^re plus precise, (an+ r) fonctions de 
ces coefficients et derivees de (an — a) de ces fonctions. 

Mais il pent arriver que I'equation (1), formee en partant des equa- 
tions ( '() et (^ >), soit telle que P et Q aient un ou piusieurs facteurs 
commons en y. (En parliculier, P et Q peuvent avoir leurs premiers 
lermes nuls a la fois.) SoilX le nombre de facteurs communsa Pet Q. 
L'equation eorrespondante est alors de la forme 



(fi) 



:n.-t)r'""^' + ^n. 



ft(l«- 



jjj"'"-' 



Les deux coefficients a 5„_)j. A(,„-).-ai ne sunt pas nulsii la fois; j'ajoute 
qu'aucun d'eux n'est nul dans l'equation la plus generale de la classe 
etudiee. Car, si une equation (G) uppartient a cette classe, la nouvelle 
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sont les suivantes : 

i &;(i; -t-fr„6,)C4n.A, — 2fl.io+i,t; - b,b',) 
(9) ) — A;6,[6fl,6; — fl»/»i — a„i;+t,(i;A,— Aoi',)] 

( =b,b,(,b\+b„bt){^a,b, — 2a,f>t-hb',b, — b\b„). 

Si les coefficients a,-, bj verifienl ccs relations. I 'equation (iV se ra- 
mfene, par la transformation 

^ I'equation 

Le calcul precedent suppose que y depend de la constante d'inte- 
gration. Les conditions (9) sont neanmoins generates; il Rerait aise 
de le voir direclcnient en ecrJvant I'integrale ainsi 



Hy,(.'-)/ + C(.r).-. 



Y, verifiant I'equation 



Mais, plus simplement, il sultit de remarquer que, si une equation (i)' 
satisfait aux conditions (9), I'equation obtenue en remplagant y par 
_)-,-(-* jouit de la meme propriete. 

Observotis a ce sujet que, dans I'equation (8), le coefiicient de y 
au denominateur n'est jamais nul. Le eas oil b, serait nul dans ( 1)' cor- 
respond au cas oil 7 ne renfermerait pas de constante. Si, en eifet, on 
exprime y, et y, en >- ety' , le denominateur de R[y. (t)] dans I'equa- 
tion (1)' ainsi obtenue est y^ — C. 

Eludions maintenant les equations (t)', telles que P et Q aieni un 
facteur commuo et »n seul. (lis n'en sauraient admettre deux, aulre- 
ment I'equation serait une equation de Riccati.) Dans cette liypothcse, 
le numerateur Acy' dans I'equation (8) doit s'annuler identjquement, 
si I'on y remplace y par une des quantites 
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d'oii line condition enlrewi, «, p, A. B, A', B', et I'equation ( i)' s'ecrit 



ies a. b s'esprimant on fonction des quantiles m, n, p. A, B, A', B', 
liees par la condilion precedenle. Inversemenl, en tenant comple de 
cette condition, on pent calruler m, n. A. B, A', B' a I'aide dcs cinq 
rapports T-' etiie/». Kn ecrivant que A'=^_. B'= T-. on forme deux 

relations oil flgurent «,, f/j, /j et leurs derivees premieres. L'elimina- 
tion de la fonction /? conduit a une equation unique portant sur lesa,-, 
bj et leurs derivees jusqu'au second ordre aaplus. En realite,^ n'in- 

tcrvient pas, et la condition linale est du premier ordre par rapport 
auxa,, bj. Mais on voit que le calcul ainsi conduit serai t dejii penible 
et deviendrait impraticable pour des equations plus compliquees. Kn 
outre, certaincs particularites ne se trouveraient pas mises en evi- 
dence, celles-ci par exemple que Ies equations (i)" dc la classe qui 
nous ocGupe s'integrent toujours par quadratures. Pour rcndre Ies 
calculs plus simples et plua elegants, nous allons introduire ici une 
transformation dont nous avons deja dit un mot, et qui permet de 
ramener Ies equations (i) a des formes reduiles sur lesquelles leurs 
proprictes se laissent mieux apercevoir. 



•2. Soil une equation 



(') 






dans laquelle nous effectuons le changement de variable et de fonc- 
tion 

Ar. + A , 



(2) 



?(-r,). 



h. h„ k, k, etant des fonctions de j;,. Si I'integrale de (i) ne prend 
que n valeurs autour des points critiques mobiles, I'integrale de la 
nouvelle equation 

(')' 7; = «iL''.,(^o] 
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jouit de la mfeme propri^te, et reciproquement. Nous avons remarque 
(I'aiileurs, dans Ic Cliapitre precedent, que la substilulion (2) est, 
pour les equations (i), la plus generale qui conserve cette propriele 
des integrales. 

Si done lea coefficients de reijuation (i)satisfont aux conditions 
necessaires et sufiisantes pour que I'integrale generale soit de I'espece 
indiquee, ces conditions seront encore veriijees par les coefticients 
de (i)', et reciproquement. Autrement dit, ces conditions ne sont pas 
alterecs par la substitution (2). Pour I'objet que nous poursuivons, il 
nous est done loisible de nous servir de cette substitution pour ra- 
mener a certaines formes particulieres loutes les equations (1) qui se 
deduisent Tune de I'autre par une telle substitution. Une fois connuea 
les proprieles d'une equation ainsi reduite, il est aise d'en deduire les 
proprietes des equations qui lui correspondent par la transformation (2) 
la plus generate. Nous sommes ainsi conduit h etudier les simplifi- 
cations que peut apporler dans une equation (i) la substitution (2). 
Kcrivons d'abord I'equation (1)' sans rien supposer sur les coefficients 
A./i,,/-. k,. 9. Si \i. designe le degre P, [I'celuide Q, cetle equation est 
de la forme 



. Vr; + Uy; + C,r,+ D ^ 






P' et Q' representant des polynomes en y, de degre [j: et u.'; c'est- 
a-dire qu'on a, en appelant v le plus grand des nonibres fx et [a'+ 2, 

Les coefficients rt^, 6^.3 ne sont nuls que pour des transformations (2) 
particulieres. lis ne sauraient etre nuls a la fois; autrement, P' et Q' 



rait pas irreductible. 

Pour abreger, nous appel lerons le nombre v degre du coefficient dif- 
ferentiel de ( i), et nous dirons que deux equations (i) sont de la meme 
classe, quand elles so correspondent par une substitution (2). Pour 
que deux equations soient de la meme classe, il faut evidemment que 
leurs coefficients differentiels soient de meme degre. Ecrivons ces 
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deux equations sous leur forme la plus generale 



(I) 



(0' 






En effectuant sur (i) une substitution (2) quelconque, et en egalant 
les coefficients de I'equation ainsi obtenue Ji ceuxde (i)', on a(2v— i) 
relations entre lesquelles on peut eliminer 9 et les trois rapports des 
A, A|,*, A,; il reste ainsi (2 v — 5) equations Mantles coefficients de (i) 
et (i)' et qui sont les conditions necessaircs et suffisantes pour que les 
equations (i) et (1)' soientde la nieme classe. 

Les substitutions (2) forment un groupe : Ji ce groupc doivent cor- 
respondre des invariants, d'apres la tbeorie generale de Sophus Lie. 
II est aise, d'ailleurs, de s'en rendre compte dans ce cas particulier de 
la maniere suivante : 

Faisons d'abord a? = .r, dans la substitution (2). Pour une valeur 
donnee de /i, on peut alors eliminer, entre les ( 2v — i) relations dont 
nous venons de parler, les rapports des A, A,, k^ k^. Les (2v — 4) rela- 
tions ainsi obtenues renferment les a,, hj^ a], hj et leurs derivees; 
ecrivons-les de fagon que chacune d'ellescontienneune des lettres a^, 
b] que ne contienne aucune autre. 

Imaginons qu'on ait trouve pour les equations (1) des formes cano- 
niques telles qu'a toutes les equations d'une classe corresponde une 
equation canonique et une seule 

les A|, By designant des fonctions de X. Pour cela, nous disposons des 
quatre elements arbitraires de la substitution (2), de fac^on que les A,, 
By verifient quatre conditions convenablemcnt choisies. Si (3) est Te- 
quation reduite qui correspond a (i), les rapports des A,, By s'ex- 
priment en fonction des coefficients a,, bj, 

A/ (X) _ p / , doi 

Ann. de t'Ec. Sormalt. 3* Serie. Tome IX. — Ja.nvier i8y5J. 3 



el X est liee a j: dans ces equations |iar lu t'omiule 

'J; (iepentlanl aiissi iles a,-, Aj- et de leur_s derivees. D'autre part, si 
I'equalion (i)' est de la meme classc que I'equalion (i). on a egalo- 
mcnt 



. . , ft; , 



rfrt' 



dh] 



c'est-a-diie (lue les expressions F,,y et -^ sont iles invariants. Ces 271 
invariants ne sont pas distincts, puisqiie les {in — i) rapports 5^ 

sont lies parquatre relations. Nous meltons done ainsi en evidence 
(2« — 4) quantiles que n'aitijre pas le changement des fl;, bj, x en 
a], bj, Xy. Pour que les equations (i) et (i)'soient de la meme classe, 
il faut et il suffit qu'il exisle une Tonction j: = 9(.r,) verifiant ces 
(2« — 4) conditions d'invariance. II en resulte que les (an — 4) in- 
variants ainsi formes sont distincts : sinon ilfaudrait moins de (2« — 5) 
conditions pour espriraer que (1) et(i)' so correspondent. D'aulre 
part, un invariant quelconque s'esprimera en fonction des precedents 
ct de leurs derivees : sinon (an — 4) conditions au moins seraient ne- 
cessaires pour que (1) et (i)' fussent de la meme classe. On le voil 
d'ailleurs directemcnt en prenanl I'equation sous la forme canonique : 
un invariant quelconque est une fonction des A,-, By, ~, ■■- et. par 

suite, une fonction des (20 — 4) invariants consideres. 

Cherclions done a determiner de telles formes eanoniques des equa- 
tions (1). On pent, par cxemple. proceder ainsi : 

Mettnns en evidence dans I'equation (i) les (v — a )racine3, simples 
ou confoiidues, du denominatcur Q \y. (a-)]. 



I' [.■-■ (-'■)! 



P[v.(^)1 



Soit a la racine d'ordre de multiplicite le plus eleve de Q; 9 est un po- 
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lynome en j de degre v — X— 2, 

H — J ^^ ^\^—h-y\j -h- . . . -r- c/y. 

Posons d'abord 

1 

II vient 

"" '^yv-x-j-'-*^-*4-yv-A-3-'~^-*4-...-f-7o""TL-,(.r)]' 

Les c/, Yy se calculcnt sans peine a I'aide desa/.ft^.Si P(a), P'(a), ..., 
y(a^, y'(a), ... ropresentent les polynomes P et /jr et lours derivees 
par rapport a j, oil I'on fait j= a, on a 

c-v_>.= aVy(a) — ■— r-P^(a), . . ., 

a! I 
r, = <7^-^-Ma) P^-'(5t). 



c,- ~ :P'--'(a). c„ = ! Pv(a) 

1.2. ..(v — i) i.y....v ^ ' 



et 



On pent remarquer que c© = — ^v, et que y© = M '^^^ coefficients c^. 






_)._2 sont tons deux differents de zero. 
Introduisons maintenant le changement de fonction 

Z — t-^k, 

et determinons A de facon qu'au numerateur de -r- ne figure pas de 
terme en t*~\ il faut pour cela et il suffit que 



^^IILfiv-t.) 



y 



^JC. 



et Tequation en / s'ecrit 
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Les di, Oj s'expriment a I'aide des c,, yy dc la faQon suivante : 



i.2...(v — X — a) i.2...(v — X — 2) 

Faisons alors Ic nouvoau changement de fonction 

^ = BY, 

et determinons B de faQon qu'au numcrateur de Tequation en Y, Y' 
ne figure pas de terme en Y''"^*, c'est-a-dire, prenons 

H ov-x-i 
ou 

B = Boe*^ '^-^-« ; 
on a 

^ DyY^^-h l)v-»Y^-«^. . .4- Dy-) Y^-^-h Dv-x-tY^-^-« + . . .-h Do 



avee 



et 



Dv-x-, = B--^-»(Bfi^v-x-,- B'3v-x-.), 
I), = B^,-A'3o, DoZ=^o 

Av-X-i — '5v-X-s.B^-^~», • • •, Ao=:Oo.B. 



Introduisons enfin le changement de variable x = r^{\), et cber- 
chons a rendre egaux les coefficients des termes de degre le plus 

eleve au numerateur et au denominateurde -j^; il faul pour cela et il 

suffit que 

Av_x-i(^) 
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cette relation peut encore s'ecrire 



c. ^^ . . . ^ _ Pj[a) p^^, ^J^^ rf,_,... 



dx 



Ce changenient de variable ramene Tequation a la forme 

. rnr _ lvY^-hJv-,Yv-'-+-. . .-hJv-xY^-^-hJv_)._tY^-->-'-h. . .-4-Jo _ (7[Y,(X)] 
^""^ ^X- lv->.-,Yv-x-* + ...+ l^ -t[Y,(X)]' 

Dans cette equation, le denominateur est d'un degre inferieurau 
moins de trois unites au degre du numerateur; il ne renferme aucune 
racine de multiplicite superieure a \. Au numerateur, les termes de 
degre v— r et v — X — i sont deficients. Enfin les coefficients des 
termes de degre le plus elcve, au numerateur et au denominateur, 
sont egaux. 

Toutes les equations de la meme classe sont susceptibles d'etre ra- 
menees a la meme equation canonique (5); mais cette reduction est 
possible d'une infinite de manieres; autrement dit, une infinite d'e- 
quations (5) appartiennent a la meme classe. Tout d'abord, la racine a 
une fois choisie, les transformations memes que nous avons employees 

montrent qu'on peut remplacer Y par —^ et X par B^^* (X, 4- A), sans 

changer la forme de I'equation (5); Bo et h sont des constantes. Cette 
substitution est d'ailleurs, parmi les substitutions 

(2)' Y = KY,-f-K», X^o(X,), 

la plus generale qui jouisse de cette propriete. Pour le voir, il suffit 
d'operer cette substitution et d'exprimer que Jv_, est nul (ce qui donne 

k^ = o), que Jy-x-i est nul [ce qui donne k = const. = ^\ enfin que 
Pj-^^ = I [ce qui donne X = B„ (X| -h A)]. 

Cherchons maintenant les substitutions (2) les plus generates 

susceptibles de faire correspondre Tequation (1) a une equation (5). 
Ceci ne peut avoir lieu, comme on Tapercoit aussitot, que si C est ra- 
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cine d'ordre 7- du requation Q [.>'(^)] = o. Une foJs cetle racine clioi- 



sie, soil C = a, si I'on pose 



et la reduction n'est plus possible que de la manii're quo nous avons 
indiquee. 

Si (lone m designc le nombre des racines « d'ordre X que ren- 
fermc Q. il exislera m formes distinctes de ['equation (5). correspou- 
dant a I'equation (i), et cliacune d'elles depend de deux constantes 
arbitraires, Bo et A. Les coefficients J cl I sont des fonctionsa m valeurs 
des coefficients a,, bj de leurs derivees et de deux constantes. el ces 
functions, ainsi que ^— - sont des invariants de la substitution (2). 
D'une maniere plus precise, ces quantiles sont racines d'une equation 
d'ordre m, dont les coefficients dependent ralionnellement des a,-, bj. 
-j-'> etc., et aussi de deux constantes B, et h. Si Ton donne aux con- 
slaotes Bb et h des valeurs particulieres, et qu'on remplace les (Z„ bj 
etx par les a' . bj et a-,, ces coefficients gardent la meme valeur, a 
condition de donner aux constanles des valeurs convcnables. 

Pour que deux equations (i) et (1)' soient de la meme classe, il 
faut et il suffit que toutes leurs formes reduites coincident. II suffit. 
pour cela, qu'une des formes reduites de (i) coincide avec une des 
formes reduites de (i)'. Ceci revient a dire que les relations 












sont verifiees idcnliquemenl par une ceruine fonction 

1 = ?(!,)■ 
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[Ccs relations sont an nombre de 2/^ — 4 d^ns le cas le plus general 
oil X = i; si X est quelconque, il faut ajouter a ces (2v — 3 — X) con- 
ditions les (X — i) conditions exprimantqueQ'a unc racine d'ordre X, 
commc Q]. 

Nous obtenons ainsi pour les equations (i) des formes canoniques 
absolument analogues a celles qu*a introduites M. Appell dans Tetude 
de la transformation 

L*equation de Riccati est la seule qui ne soit pas susceptible d'etre 
ramenee a une forme telle que (5). On peut, et d'une infinite de ma- 
nieres, la reduirc par une substitution (2) a I'equation 

mais la determination d'une quelconque de ces substitutions necessite 
la connaissance d'une integrate particuliere de Tequation. Pour s'en 
rendre compte, il suffit de se rappeler que Tintegrale generale est 
donnee par la formule 



ky -r- A'l 



= const. 



Pour toutes les valeurs de v superieures a 2, le procede de reduc- 
tion que nous avons indique s'applique. Soit v = 3, par exemple. L'e- 
quation la plus generale est 

/ V , ^1 V' -h a, v' -+- . . . -I- rto 

si b^ n'est pas nul, on Tecril 



et, en posant 



il vient 



, _ r/, J' -u atV^ -4- . . . -^ a,, 

y — , 

>* X 



f 

y — a^=-. -, 



•5 — C3 Z ~T~ O C« C "1 O C| V ~t~ Cq y 
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avec 

3^4= a' — 3^3 a* — 2 a, a — ai, 
3c| =r — 3<73a — 2rt,, 

Cq 13; — G^» 

Si ft« est nul, cette premiere reduction se trouve faite d'elle-meme. 
En suivant alors la meme marche que plus haul, on ramene ['equation 

a la forme canonique 

Y'— Y»H-I(X), 

J ayant la valeur suivante, deja calculec par M. Appell, 

• r» » dc* dCi 

(8) J = ^^ ,. J «■• 



•"1 



et X est liee a x par la formule 






dr 

dx. 



J et X sont deux invariants de I'equation (7). On voit qu'ils s'ex- 
priment en fonction des a/, bj et de leurs derivees premieres et se- 
condes. Si Ton designe par J,, X« ce que deviennent ces invariants 
quand on y remplace a,, bj, x par a]^ bj, x^, la condition necessaire 
et suftisante pour que deux equations (7) soient de la meme classe est 
qu'il existe une fonction x = 9(^1) verifiant les deux identites 

X~X,. 

Get invariant J a ete deja rencontre par M. Robert Liouville dans 
ses travaux sur Tequation (7). 

Considerons de meme le cas de v = /|, 

, _ fltt r^ -+- a3.y^ -+■ fl'.y' -i- . . . — ^„ 
Les formes de reduction seront differentes suivant que le denomi- 
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nateur a, ou non, ses racines distinctes. Dans la premiere hypothese, 
Tequation canonique s'ecrit 



dans la seconde 



rfY 


Y» + J,Y + J, 


dX 


Y + I. ' 




-Y'+J.Y'-hJo. 



Les invariants J ct I se calculent aussitot a Taide des formules ge- 
nerates que nous avons etablies precedemment. Nous nous dispeuvse- 
rons d'ecrire ces egalites, dont retabiissement ne presente ni difficulte 
ni interet. Le plus simple est, dans chaque exemple particulier, de 
former directement ces invariants, en suivant la marche ordinaire de 
la reduction. 

Citons encore les equations canoniques, qui correspondent aux va- 
leurs de v, 

V := 5, V zz 6. 

Pourv = 5, il existe trois types d*equations canoniques, suivant que 
le denominateur de y n'a que des racines simples, ou admet soit une 
racine double, soit une racine triple. Ces trois types sont 



Y' 



9 



Y»-hJ.Y' + J,Y + J. 
Y«-t-l,Y + I. 

,., Y» + J,Y» + J,Y + J. 

^= — T^n; • 

Y'= Y»+J,Y> + J,Y«-hJo. 

Pour V = G, les formes reduites sont les suivantes : 

Y, _ Y« + J,Y'+J,Y'-hJ.Y + Jo 
~ Y»+1,Y'+1,Y + 1, 

Y'+J>Y* + J.Y' + J,Y + Jo 
* - Y'-t-l,Y + lo 

v,_Y' + J4Y* + J,Y» + J,Y + J„ 

I TT i > 

\ -+-lo 

3. On pent se servir de ces equations canoniques et des invariants I 

Ann. de Vfx, Normale, 3* Serie. Tome IX. — Janvier 1893. 4 
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et J pour reconnaitrc les equations (i), qu'une substitution (2) ra- 
ni ene a des formes integrables. Mais ceci nous cntrainerait hors du 
sujet. Remarfjuons d'ailleurs que, la substitution y = a -\- - une fois 
efTectiiee, nous ne faisons plus subir a y que des transformations li- 
neaires, et je renvoie au Memoire deja cite de M. Appeil pour le devc- 
loppement des proprietcs de cette transformation. 

II convienl de signaler toutefois une classe d'equations qui joue un 
role particulier vis-a-vis de la transformation (2) : je veux parlcr des 
I'quations (i) qui admetlent un groupc infinitesimal de transforma- 
tions (2). 

Oo connait un grand nombre de telles equations ; les equations ho- 
mogfenes, les equations k coefficients constants, IVquadon de Riccati. 
Pour cette derniere, en elfet, I'intcgrale {^enerale vest donnee en fonc- 
lion d'une int^grale particuliere par I'egalite 



Af.r.i:)y,- 






et cette egalite detinit une transformation (2) intinilesimale de I'e- 
quatiun en elle-meme. 

Nous allons nous servir dps formes reduites ()) pour determiner 
timtes !es classes d'equations qui admettent un tel groupe de transfor- 
mations. II nous suftil. pour cela, de Irouver toutes les equations ca- 
noniques qui jouissent ile celte propriele. Soil done 



_ A(X)Y+A.(X) 



"^■(X)V- 
_ A'(X)Yh 



A-,(X) 



"A't\)Y + A|(X)' 






deux substitutions du groupe qui transforms une equation 
elle-meme. Ceci n'est possible, comme nous I'avons remarque 



(5) en 
que si 



~ 'T' "Ti ^""^ racines d'ordre >. de i[y, (X)]. Si les deux substitu- 
tions sont deux substitutions voisines, 7^ doll eire egal :i -^' et V, est 

lie a Y, par la formule 

Y, = l|V,-hH,. 
avec 

x. = x(X,). 
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II en resulte que Tequation (5) reste inalteree pour un tel groupe de 
transformations. Mais les seules substitutions (2)' qui conservent a (5) 
sa forme sont, comme nous I'avons demontre, 

Les coefficients I^, J^ deviennent, apres cette substitution, 



JJ(X,) = Bl5Jo[B^»(Xi + /!)], 

IU-3 (XO = BoIv-X-3 [B^» (X, 4- h)l 

.•■«.«••••«••••■••>••.•«•.•> f 

Ii=Br^-Mo[B^«(Xt-i-A)]. 



Par hypothese, ces coefficients doivent rester les memes quand on 
remplace B^, et k par des constantes qui satisfont a une certaine rela- 
tion. Cette relation pent etre resolue, par rapport a A, 

h = G(Bo). 

Autrement, les I, J ne changeraient pas quand on remplace X par 
X -*- A, A etant quelconque, et I'equation serait k coefficients con- 
stants. Nous sommes conduit ainsi a chercher des fonctions I, J qui 
satisfont k une relation fonctionnelle telle que 

/(X) = Bf/[Bj-MX-hA)], 
ou encore, en posant Bi'*'*= C, yi~[ = 9^ 

/(X) = cv[C(X4-/i)]. 

Soit 

/{X) = u, \ = F{u). 

L'equation fonctionnelle equivaut a la suivante : 



C(X.t-A) = F(0 
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d'oii, en differentiant par rapport a w. 



^ du ~" vc^yc^ 



d\ 

dn 



c'est-a-dire 

quel que soit C. 

Laissons u constant (w — i par example) et faisons varier C; on 
voit que 



Nous tirons de la 



7+1 

n 



¥'(U)— OLU ' , 



1 



F (u) z= ocu ~\- a' 



et enfin 



U nr 



«(X~(3)^' 



a et p etant des constantes arbitraires. Cette fonction u satisrait en ef- 
fet a Tequation 

//(X)=:(:^£/[C(X-hA)], 

quel que soit C, si h verifie la condition 

c 

II en resultc, pour les fonctions I ct J, Ics valeurs 

J 

Jv-i =(X — p) av_„ 



J. =(X-|3) ^^'a,. 
Iv-X-3 = ( X — 3 ) a,v-.x-3, , 



lo =(X-|3)v-X=«a;. 
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Lcs a,a'designentdes constantes, ainsi que ^, qui est le meme pour 
tous les I, J, puisque ceux-ci doivent rester invariants pour les memes 
transformations. 

Dans ces conditions, Tequation (H) admet le groupe des substitu- 
tions 



V ' 

►0 



Si nous posons 



Tequation 



i_ 



^ = R[Y,(0] 



est telle que son coefficient differentiel ne change pas quand on y rcm- 
place Y par CY, ^ par C$ : c'est done une fonction homogene, de degre 
zero. La substitution 

ramene Tequation a une equation dont les coefficients sont constants 
par rapport a ^. 

Nous arrivons done a la conclusion suivante : les equations (i) qui 
admettentun groupe infinitesimal de transformations (2) se ramenent, 
par une telle transformation, aux equations homogenes (ou aux equa- 
tions a coefficients constants). Cette reduction s'opere a Taide de qua- 
dratures. 

I/equation de Riccati fait seule exception a ce theoreme : on pent 
encore la ramener a Tequation homogene 

mais cette reduction exige la connaissance d'une integrale particu- 
liere de Tequation. 

Ce point etabli, proposons-nous de reconnaitre si une equation (1) 
donnee numeriquementcoi'respond, par une transformation (2), a une 
equation (i)' egalement donnee. On veritie s'il en est ainsi a Taide 
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(I'operations purement algebriques. Quant aux substitutions (2)elles- 
memes, il n'en saurait exister qu'un nombre fini, et, par suite, elles 
s'obtiennentalgebriquement, a moins que les equations ne rentrent 
dans la classe exceptionnelleque nous venons d'etudier. Dans ce der- 
nier cas, elies s'integrent pAr quadratures si ce ne sont pas des equa- 
tions de Riccati. 

{A suwre.) 



SUR LA 



FREQUENCE DES NOMRRES PREMIERS, 

Par M. G. FOUSSEREAU, 

professei:r au lycbe louis-le-grand. 



Definition. — On appeile frequence des entiers jouissant d'une cer- 

taine propriete, entre deux entiers A et A', le quotient ., ___ . du 

nombre M d'entiers superieurs a A et inferieurs a A'h- i, qui jouissent 
de la propriety proposee, par la difference A'— A des limites consi- 
derees. 

Supposons que, A restant constant, A' croisse indetiniment. Si le 

quotient ^,__ . tend vers une limite determinee, nous appellerons 

eette limite frequence moyenne a partir de A. 

LcMME. — Soient m^ n, ., .^ p^ q des nombres premiers tous diffcrents. 
Considerons la suite des nombres entiers depuis i jusquauproduit mn . . .pq. 
On sait que le nombre de nombres premiers avec ce produit compris dans 
cette suite a pour valeur 

(/n — i) (/I — !)...(/>- i)(^ — I ). 

Si B est un entier quelconque, 

B -+■ mn ' " pg 

est ou non premier a{^ec mn, **pq^ suivant que B est lui-mime premier ou 
non avec ce produit. 

Les nombres premiers avec mn. . .pq se reproduisent done periodi- 
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quomptit dans la scric nafurelle des nombres cntlers, la periode cfanl 
mn...pq. 

La frequence des nombres premiers avcc mn...pq, entre n et 
A = Kmn,../iy, ou encore entre A, = K,mn...pqfAA3 = Kimn...pq. 
a done pour valeur 



,)(„_, )...(p_,) (y_ 



^(-^)(-;)-(-^)(-^). 



K, K, et Ki etant des coelficients entiers quelconques. 

En particulier. reprtl^sentons par Q le produit de tons les nombres 
premiers dcpuis 2 jusqu'a un certain nombre premier q. La frequence 
des nombres compris entre A| = K,Q et A, = K2Q. qui ne sont divi- 
sibles par aucnn nombre premier jusqu'ii q inclusivement, a pour 



0-O(-O-(-^> 



Corollaire. — Si Ton suppose K^ 1, tous les nombres premiers entre 
A, et A, font partie des non-multiples eonsideres. Done, si Ton de- 
signe par F^, la frequence des nombres premiers entre Q et A = KQ. 
K etanf. au nioins egal a -i, on aura 



(I) 



FkqI 



(-0(-0-(--^)-- 



THE0n£ME. — £rfi frequence des nombres premiers cnmpris enlre Q et 
A = KQ lend vers zero, lorsqiion fail crottre indefinimenl le dernier fac- 
leitr premier q content! dans le prodtdl Q. // en est de mime de la fre- 
quence moyenne des nomhrcs premiers d partir de Q. 

II sufTit, pour etablir la premiere partie de la proposition, de de- 
monlrer que le second membre de I'inegalite (i) tend vers zero si Ton 
fait croitre q indefiniment. 

D'apres un theoreme dii a Euler, si Ton pose 



n^: 



2, 3, 5, 



=(-i)(-i)0^i)-(-^)-- 

.. representanl la serie indefiniedes nombres preni 
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et a un exposant superieur a Tunite, et 



^«"" la"^ a«"^ 3* /n« 



I, 2, 3, ..., /7i, ... representant la serie indefinic des nombres entiers, 
on a la relation 

n«=: -^. 

Or Sa tend vers Tinfini, a mesure que a decroit en se rapprochant 
de Tunite. 
En effet, cette somme pent s'ecrire 

La somme des termes du dernier crochet T est plus grande que le 
dernier terme multiplie par le nombre des termes 



On a done 
en sommant la progression geometrique, 



2 2*-* — I 



Quand a tend vers i, le second membre croit indefiniment. II en est 
done de meme du premier Sa. 

Done Ha tend vers zero quand a se rapproche indefiniment de Tunite. 
Or le produit 

„4_:)(,_.)...(,_i)... 

a ses facteurs respectivement plus pefits que ceux du produit Ha, quel 
que soit a>i. 

Ann. fie I'Ec. Nor male. 3* Serie. Tome IX. — Janvibr 189a. O 
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Done le produit II est plus petit que toute quantite positive donnee; 
il est nul, cc qui etablit la premiere partie du theoremc. 

Soient B un entier compris entre (K — i)Q, et KQ et Fg la frequence 
des nombres premiers entre Q et B.Si tons ies nombres premiers com- 
pris entre (K — i)Q et KQ etaient au plus egaux a B, Fg aurait pour 

valeur 

(K-i)Q 



F 



KQ 



H-Q 



On a done 



, (K-i)O , K 

FB.nU ,J_Q =Kqj^ 



Quelle que soit la loi suivant laquelle on fait croitre B indefiniment, 

le rapport rr_, tend vers Tunite. La limite $q de F,., c'est-a-diro la 

frequence moycnne a parlir de Q, a done la meme valeur que la limite 
de F,iQ pour K indefiniment croissant. Mais si, a son tour, le dernier 
facteur premier q entrant dans Qcroit indefiniment, F^q tend vers zero. 
II en est done de meme de <P^^. 



NOUYELLE MfiXHODE 

POUR 

L'INTEGRATION DE LtQUATION DIFFERENTIELLE 

(^c')'^ ^''^" -''^^"-^^ (" - V) (" - ^). 

Par M. \V. KAPTEYN, 

PROFESSEUR A LL'MVERSITE D* UTRECHT. 



Je me propose de satisfairc a I'equation differcntielle 

(I ) (£)'"" ^'^" ~ ""^ ^ '' -?)("- 7) (" - 0) 

oil 

par une serie de la forme 

(3) „=/(.)^^__+___+...=.;2___. 

les quantites a, p, y ^» -^^^ ^^ ^ etant des constanles reellcs ou imafjji 
naires. 

En posant // = ~ — - — f- Rr(^)» on aura 

(duy_ a; :^a,r;(c) _^,.,,, . 
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Developpons maintenant les fonctions u, m*, m', w*, f ^ j dans le 

voisinage d'un pole a^, en substituant a^-h £ au lieu de s. 

Les fonctions R,(5) et R^s), R^-). R;(s), R^s) et R';(5) etant 
holomorphes pour des valeurs suffisamment petites de e, on pourra les 
developper d'apres la formule de Maclaurin. En remplacant R^(a^), 
R^(a^), ... simplement parR, R', ..., on obtient 

•jnff T%m piv 

Rr(«r4-6) = R -+-R'£H e^-h-^E^-\ 7-6*-+-..., 

R« (a, 4- 6) = R* + 2RR'£ 4- (RR^-H R'«)e'-H (}RR'-i- R'R')e» + . . . , 
R» (a^-f- £) = R' + 3R«R'£ 4- (|R*R' 4- 3 RR'« ) £« -+- . . . , 

R;:(a;.4-£)=^R*-h4R'R'£ 



R;(a^4-£)-R'4-R'6-+- — £'4- — £»-h 

29 
R';(a,4-£) = R'«4-2R'R^£ 



et, par suite, 



u =z — 4- R -h R'£ 4- . . . , 

£ 



w*= ^ 4- ^^ + (2 A,R'4- R*) 4- (A,R' 4- 2RR')£ 4-. . ., 

u*= ^ + ^A^ + 3A;R'+ 3A.R' +(|A«R«' + 6A,RR'+R»)+..., 



, A* /iAJR /iAJlR'-h6A'R' aA^R'n- laAJRR' 

«•=:: — ^ -1- - — 1- - — 1 



4AR' 

£• £• £' £ 

|A»R"'-i-6A;(RR'-hR'«) + i2AR'R' + R' + ..., 



(^«y=^_i^^_^'^(R._A.R-)^-.... 

Substituons, dans Tequation difTerenlielle (2), a la place de u, u^^ 
I/', "*» (^) > Ics series precedentes, et egalons les coefficients des 
memes puissances de £ dans les deux membres. Nous obtiendrons 
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ainsi 

A;. = A^ L^, 

o = 4a;rc,+a;c„ 

-2\r^'=z (4A?R'-+- 6A;R«)G4+3A;RC,-hA*C„ 

-2ArR'= (aAJR'+iaAJRR -i-4ArR')C4 

-h(3A«R'-+- 3A;.R*)C3-+-2ArRC,H-A,C„ 

R'*- ArR^= [|A;R''-h6A;!(RR''+R*»)-hi2ArR«R -hR*]C* 

(|A;R''4- 6A,RR-+-R»)C,^(2ArH'4-R*)C,-f-RCr+^Co. 



(4) 



x)u, apres une reduction facile, 
^^^ . o=:6ArR'-6R«4-A;C„ 

(^) { 

o = 4R'-H aR'CjM- 2RC, 4- Ci, 

o = |A;.R''4-5R'«-3R«(/iArR-+-R*)C4 4-(aArR'-hR»)C,-f-RC,4-Co, 



La premiere des equations (5) montre que la valeur de A^ doit etre 
constante, c'est-a-dire que les numerateurs des fractions de la serie (3) 
devront tons avoir la meme valeur absolue. La seconde fait voir que 
R = Rr(^r) doit avoir la meme valeur pour tons les poles a^ de la fonc- 
tion u; la troisieme, quatrieme et cinquieme de ces equations appren- 
nent respectivcment que chacune des valours 

A,R;(«,), R;(«r), A,R;(a,) 

doit etre constante, quel que soit le pole a^. 

En etudiant les equations suivantes du meme systeme (4)» on re- 
connait aisement qu'il faudra avoir toujours 

Rf?«'(rt^) = const. el ArRi."'^*'(«r) = const., 

quel que soit le pole a^ et quel que soit le nombre entier n. 

En effet, en remarquant que Rr(«r) » une valeur constante, et en 
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designant par (/>) une fonction lineaire des fonctions 

oiipi, p2^ .. ., Pp sont des nombrcs entiers qui satisfont a la relation 

^i-h/?s-+-.. ,-\-ppZ=ip, 

on aura 

R^(a^+£) = 2(/?)6/>, 

Rf. (a,+ £)i=i2(jD)£P, 

R*(ar-f-£) = 2(/>)£^ 
R;((7,-h£)^2(/?^-I)£^ 
R';(a;.-+-£)i=2;(/> + 2)£/'; 

par suite, les coefficients de e^, dans les fonctions a, m^, w', w\ (■£:) ' 
seront respectivement 

Ar(/? -HI )-+-(/?), 

A«(/?-H2)+A,.(/?-f-l)4-(/?), 

A? (/> ^- 3) -+- A;(/? -h 2) + kr{p 4- I) + (/>), 

Ar(/?4-3) + (jD-h2). 

En substituant ces valeurs dans Tequation difierentielle, on ob- 
tient, pour/? = i , 2, 3, . . ., 

A.(/7 4-3) + (/>4-2)= C,(/>) + C,[A,(/?-hi)-^(;>)] 

-hC8[A;(;>-f-2)-hA;.(/>+ !) + (/>)] 

4- C4[A;(;> 4- 3) + AM /> 4- 2) 4- A,(y9 + 1) -+- (/>)]. 

Introduisons maintenant la condition A^ = const., et remarquons 

que (C, 4- 0^4- C34- ^k){p) est encore une fonction (/?), La der- 

niere equation prend la forme plus simple 

kr{p + 3) = ( ;?) + Ar(/? 4- 1) 4- (/> 4- 2 ). 

Les cinq premieres equations (4) nous ayant appris que 

Ar(i) = const., (7.) = const. el Ar(3) =: const., 

•'equation precedente montre qu'il faut avoir de memo 

(4) = const., Ar(5) = const., — 
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Pour mettre en evidence les deux cspeces de poles possibles, nous 

posons 

\Ji=: const. = A* 

et 

(6) .- ^ ^/ A 



"-/<=) =2(7^, -J 



^r. 



Dans le voisinage d'un pole de chacune des deux especes, on aura 
done 

K(z) --=/(-)- :r^ ^ ^^rior) + (3 - ^.) W {a,.) + ^-^-^^--^ Kia,.)-^.. . 
ct 

z •"" Up I . .? 

ou, en inlroduisant les proprietes trouvees et posant 

\lV,(ar)—'-\\V,.{l*r) -= \,- const., 

\Vr(ar) — R;(^.) - I .^Nj=r: consl., 

Mr.iar)^^— AK{f^r)~ !.:>.. 3X3= const., 



A A 

1\,.(Z)Z=. No- V (- - ^'O + ^^^(^ - /^r)' ~ V (- "- ^'r)'-^- .... 

A A 

II est facile de deduire des dernieres series une propriete caracle- 
ristique de la fonction u=/(z). Pour cela, representons deux poles 
de meme espece, a^ et a^.^,, par deux points dans un plan, et nienons 
par ces points deux paralleles de meme longueur, aboutissant aiix 
points 5, et 5^, de sorte qu'on ait 

alors on aura 

A N 
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Dans ie cercle de convergence de la serie 



A=,)=/(=.)- 



La meme chose aura lieu quand on mene deux paralleles dp meme 
longueur el tie meme direction par deux poles b^ et i^^-i  

Considerons maintenanl deux pdles a, et b^ de dilFerente espece. el 
posons 

Dans ce cas, on aura encore 



/('.)^ 
/(=,)- 






La fonction passera done par les memes valeurs dans les points cor- 
respondanls de deux droites paralleles de meme direction mcnees 
par tous les points a, et dans les points correspondants de deux paral- 
leles de direction opposee menees par un point a et un point b. 
Quoique cette propriete n'ait ete prouvee qu'entre des limites conve' 
nables, on voit bien qu'elle aura lieu generalement; car on salt 
d'apres un theor^mc du a Riemann, que si deux fonctions uniformes 
qui ont un nombre quelconque, fini on infini, de poles ou points sin 
guliers essentiels, coincident Ie long d'un element de grandeur finie, 
anssi petit qu'on Ie veut, elles sont necessairement identiques. 

Occupons-nous maintenant de la distribution des poles dans Ie plan 
et supposons d'abord que la ligne qui joint deux poles a et la ligne qui 
joint deux p6les b ont la meme direction. Dans cc cas, il sufflt de con- 
naitre un pole a^ et deux poles a^^, et b^, les plus rapproches du pre- 
mier, pour en deduire tous les autres. 

En eflet. dans ce cas, tous les points 
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n etant un nombre enlier, situes sur deux paralleles menees par a^ 
et br seront des poles : les premiers, dps poles du systeme a\ les se- 
conds, des poles du sysfeme b. En prolongeant les droites Orb^^ 
n;-^,Ar+i» ... do part et d'autre a Tinfini, le plan sera divise en bandes 
egales; aux points correspondanls de ces differentes bandes, la fone- 
tion reprendra les memes valeurs, tandis que, dans une bande, elle 
aura la meme valeuraux points 

Or 4- Z 

el 

Soienl a^— x, b^ - y, a,^^ — a, — w, on aura 

(8) u:r.y( y- -..-:V _.-), 

ja^ \z — X — m 0) JL- - y — ni o I 

— •» 

m etant un nombre entier. Dans rhypothese que nous avons faite, on 
voit que la fonclion //sera une fonction simplemcnt periodique ayant 
deux infinis dans cbaque bande. Ajoutons encore que les poles Z^, 
br-^x^ ... pourraicnt etre situes sur la droite qui joint les |)6les r/^, 
a^^,, . . . ; dans ce cas, la direction des bandes serait arbitraire. 

Jusqu'a |>resent, nous avons admis que la droile qui joint deux 
poles b avail la meme direction que la droite qui joint deux poles a. 

Supposons, en second lieu, que ces directions soient dilFerentes. 
Dans ce cas, il suflit de connailre deux poles consecutifs <lu systeme a 
et deux poles consecutifs du systeme h, Posons, dans ce cas, 

et marquons sur le plan <le representation les points x -i- mtM -h/ico' 
et y-h w(o 4-«(o', m et n etant des nombres enliers; il est evident 
que les premiers seront tons les poles du sysleme a, les seconds tons 
les poles du systeme b. 

Kn menant parle point oret les points .r -+- w et x -h to' deux droites, 
et par tons les points x -h /km' et x -h moj des droiles respectivement 
paralleles aux premieres et aux secondes, on divisera le plan en pa- 
rallelogram mes egaux. D'apres la propriete de la fonction que nous 

jinn, de I'Ec, Normale. 3* Serie. Tome IX. — FiivRiEt 189a. 6 
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avons irouvee, on voit done que la fonetion reprendra ia meme valour 
aux points homologues de ees divers parallelogrammes. Elle possedera 
done deux periodes (u et co', et passera, dans ehaque parallelogramine, 
deux fois par la memo valeur. En eflet, la fonetion aura la meme va- 
leur aux points 

ou 

,r -\- z el y — z. 

Si le dernier point n'etait pas situe dans Ic meme parallelogramme 
que le premier point, on pourra toujours Ty ramener en ajoutant 
quelque multiple des periodes. 

La fonetion pent etre representee, dans ee cas, par 



«C «B 



\ \ 



(9) « = A--)-A"V 7 ,) 



— « — ao 



Considerons maintenanl les deux cas separement. 

Premirr cas. — D'apres ce qui precede, la fonetion // aura la 
forme 

(8) „ =\( i ^^ ). 

ji^ \z — X — /// fj3 z — >' — in o> / 



— « 



Avec la formule connue 



— X 

on reduira Tequation (8) a 



- cot ' 

0) L '''» 



(ii) // = A-|cot '^ ^— col- - 



Pour determiner les quantites .r, v, co, A en function des coeffi 
cienls C de Tequation differentielle (2), nous allons calculer les quan 
lites constantes 
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D'apres la (ietinition, on a 



A 



{{^(z) :iz tt — - = U — 



Z — rt,. 



X — m 0) 



ou, pour w = .r -h mco -h £, 



!{;.(./• 4- //I'.) 4- £)= A - cot-*- — col - (Jf — y -h £) ~ -- 



. TT I / it: < t:^ , 



it: I r' , \ r , , 

o-£— 7^— ;£—••• —cot- (-r— v) 



TT 
0) 



^, cos ^ (.-.,') 



TT 






sin' — (.r — y) 



sin' -(.r — )') 



t: 



t:^ 



3w' 



I -h 2 cos'- (^ — y) 

£ 

sin^— (^ — y) 

6) 




1V;.(^ -f- //I rt) -4- c) = A - 

0) 



( 



it: ' t:^ ., 
3 0) J 5 oi^ 



, COS- (.r— v) 

o* . , t: , , 

Sin' -(.r— v) 

CO 



...) 



71 



sill* -(.r — >') 



T 



, IH- 2 cos* - (j: — k) 

tt' f») 

Co' . 4 ^ / V 

sin* -(x — y) 



e*H-. 



\V^(jr H- //I C«) H- fi) =: A - 

CO 




t: 



2 t:' 



IJ fxV 



) 



, cos - ( r — y ) 
2 t:' 0) -^ 



co^ 



t: 



sin'-(j:-— j) 



CO 



T, 



'>.7:^ 



co^ 



I -+- 2 COS* -(X — .>') 



CO 



sin* — (j7 — >') 

CO ^ 



TT 



'^^ ' col \ lOCi)' 



2Tr^ 



I -+- 2 COS- -{X — /) 



CO 



Sin* - (.r — k) 

0) 



\\ 
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Kn subslituant, dans cos equations, £ = o, on obtient 



R — R^(a,.)= - A - col(.r- V), 



TT^ 



A^H' --r-AR;.(^r)-^ A»^ 



'ji) 



3 



n 



sin' - (.r — y) 



TT 



R 



TT^ 



(•OS - (.r — v) 



fjj 



R:.(a,) ---2A- -__ 



Sin' - (./• — y) 

0) 



\,R'"- VR';(a,)-3i7.A5~l -- 



,1 I -r- 'i ('OS- - (./• -- )•) 

I snr -(,/•— v) 



('.v3s valeurs, sul)stituees dans les rinq premieres equations (:1i) ou 
dans los suivanles. 



(I'O 



[lonnent 



(i3) 









-•aJ' 

A?. ""■ ' 



4 l\ — - — r- H -— - , 



r lyt 



9 

3 



a; a, 

\,R^4-4RR''-+-7R'* 



''* — T^ 



C.ir. 






4 TT t: , 
T - cot -( r 
A oj ''.) 






-o. 



~ O. 



r>RM{' 

A/ 



A/ 



NOl VELLE METIIODE POUR l/lNTEr.RATION d'l'NE EQUATION DIFKERENTIEIXE. /| *) 

Dans rhypolhese que nous avons faitc, Toquation diirerontiellr sr 
reduit a 



(i4) 



(^py^C^u^-^i^u^^C.u', 



Si done rette equation possede unc integrale de la forme (>), cetlo 
integrale sera 

. t: r r. (z - .r) r.iz — v)" 
a -_ A cot cot » 

une fonction simplemcnt periodique dont le facteur A, la periode co el 
la situation relative dcs deux infinis d'une hande seront determines 
on function des coefficients C^, C3, C4 par les equations (i3). La quan- 
tite .r sera donnee par la condition initiale. 

On verifiera aisement que la fonction (i i) satisfait a Tequalion dif- 
ferentielle (i4) a Taide des equations (r3). 

Second cas, — Dans ce cas, la fonction // aura la forme 



00 ao 



(9) 



// = 



yyf. -. - -' i ) 



« — ' 



on, d'apres la formule (10), 



// r^ A — > cot --{z — X — n fx\ ) — col - iz — Y - - n ui' ) 



En introduisant une nouvelle fonction 



Z,(c) = - 



TT ^ .7: 



'i) 



cot - (:; — nft\^) 

d) 



OU 



00 

7: T.z TT xr^ r T. , 

-- col i — > col- (z 

0) fj) o> -6^ L ''^ 



— fif,)') 4- col ' (v -h nW) 



(.5) 



7.,(z) .-- — col r » - sin > 

03 0» dJ d) Jt^ 



7 



1/1 



1 1 — 1 7'" cos '-^-^ -r 7^" 

0) 



/ /! 
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TZiM' 

on q = c "^ , on ohtient 

llO) ,,-^/'(.)=:A[/,(c-^)-Z,(3- V)]. 

Kemarquonsque laserie, dans le second memhrede requation(i >), 
psl absolument convergente quand mody< ^ O- Pour qu^ cetle con- 
dition solt verifiec, il faut done que, en posant 

- =1 /• 4- sty 

fi) 

s soit une quantile positive. 

La fonction Z,(5), qui s'introduit ici d'une maniere naturelle, pos- 
sible les proprietes suivantes : 

I Zi(w H- Co) 3= Z,(3), 

'^ I Z,(:;4-o)')=:- '^^|- -hZ,(5). 

Detenninons mainlenant les quanlites constantes 

D'apres la definition, on a 

en posant 

on obtient done 

Dans eelle equation 



et 



'ITZ ft I 

Zi ( m 0) -4- /I w' + £ ) :— ' h Z, ( £ ) 

0) 






par suite 

H,(^,4-£) = a[^Z,(£)-Z,(^-/4-£)- Jj 



( ' ) EiSENSTEiN, Journal de Crelie, I. 3.'). 
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Soil maintenant 

£ 

reqiialion precedente se reduil a 



<roii 

(■8) 






En suhslituant ces valeurs dans les cinq proniieres equations (5) 
ou dans les equations (12), on ohtient, quand on met simplenieni Z, 
au lieu de Z, {x — vK .. . , 

r 

(19) ; A 

C,-^ 6(7; -rZJ -/;,), 

c, ^ 4 A(z; -t- 3z,z; -^ zj - 3/>,z,), 
(:o:=A»(f/74-4/M/M-+-7>^M'-»W'iZ>7/>-+ozjz;-r)/>,Zi-r zt--i<»A.». 

(]es equations, qui determinent les inconnues en fonclion <les coel- 
ficients de I'equation dilTerentielle, sont hien difficiles a resoudre. 
C'est pourquoi nous allons suivre un autre cliemin, pour revenir en- 
suite SUP ces equations remarquables. 

L'equation (lO), avec la premiere des equations (if)), nous apprend 
que re(|uation differentielle 

pent etre satisfaile par 

If 
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I.os valcMirs dr z, pour losquelles -.^ — o, salisfont a Inequation 

7j\(z — jr) ziz7/^(z — /). 

Or, Z\ (z) etanl unc fonclion doublcment periodique de quatrieme 
ordro, aux periodes w et oj\ qui satisfait aux equations 

z;(-3)-^.z;(3), 

Z', ( f,i - - Z ) —: Yj^ { z)f 
Zj ('*)'-- Z) .— Zj(3), 
.,('») H- OJ — Z) :-: A, (v ), 

on irouvo los quatre solutions 



I '«)) 



A,- 


.r -i- V 

• 

'J 




A, - 


.1 


— y 


V. 


.r -t- y 

• -h 


1 

  » 
3 



.r + V '.1 -t- '■)' 



z ... Av  

II osl evid(Mit qu'on pent ajouterii ces solutions autant <le nuiltipirs 
dos perio<lrs (|u'on veut, et qu'il y aura quatre solutions dans chaquc 
|)arallelo}<rannn<'; par suite, nous pourrons adnietlre que les solutions 
precedeiiles soient situees dans le premier parallelof^n'aninie. 

D'autre part, les valeurs de // correspondant a ces quatrc solutions 
sunt u = OL, u = [i, // = Y» '' = 5» comme on le deduil immediatenienl 
de re(|uation (lilferentielle. 

IN)sons done 

a = -^ |Zi( A," ./•) - Zi(A, ^^v)|, 
.3--,'; lZ,(V,-.r)-Z,(A,-.,')l, 

•/--/. |/,(A,-.r)-Z,(A, -v)J, 
o:.-..i[Z.(A^-,r)-Z,(A»-v)J, 



(21) 
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OU 

^ -'o ^lir~^~oinu - p) (7/ - 7 j {a -a) " ^ " 

' r*^ - ^" — \ 

-1- r - - "^ --^ - ^• 

les equations (20) determinent U»s periodcs (o ot co' en fonction des 
intpgrales A,, A.^, A.,, A^. 
En effet, on aura 

f ft) =z: V! A3 — 2 Aj, 

et la relation lineaire entre ces integrates 

Ai — A; — A 3 4- \^=z o. 

D'apres la methode meine que nous avons suivie, il est evident que 
les chemins d'intcgration des integrales (21) sont lels qu'ils ne ren- 
ferment aucun des points a, fl, y, S. Quant a la limite inferieure, nous 
avons admis la condition initiale u = o pour z = o. 

On determincra les infinies ac et v par les formules 

(•;i3) * ^-f- v=^>.\,, 

dont la derniere se deduit de la condition initiale. 

Pour verifier quo la fonction (i(>), dans laquelle les ronstanles sont 
determinees par les. equations (19), satisfait a Tequation differen- 

tielle (2), nous allons developper les fonctions u^, //', u\ (-^j , ou 

// =z A [Z, (z — jr) — Zi{z—y)]. 

suivant un theoreme do M. Hcrmile. 

J/tn. tie I'ic. Aorm/ile. 3* Serie. Tome IX. — Fkvrier 189a. " 
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D'apres ce theoreme, toute fonction/(2) meromorphe aux periodes 
CO el co' s'exprimc lineairement au moyen de la fonction Z, (z) et de 
ses derivees. 

Supposons que la fonction/(3) n'ait que deux poles o^et y, d'ordre 
4 dans un parallelogramme de periodes, el qu'au voisinage de ces 
poles 

/, . At A.I A J A* . 

( . r -+- c ) = -i -f- -^ 4- - J + -^ 4- A + . . . , 

r, ^ B, h, B, B, „ 

/^(^ -+- = ^* + ^ ^ - + Y -4- Bo + . . ., 

on aura, K etant une constanto, 

(23) { 

En posant dans cette equation 

Z =ZJC -h £, 

e 
Z\{z — jr)=z --{- hi-h 3^3£'-f-. . ., 

7,"Jz — .r) =z-^ -h G^sE -4-. . ., 

Z'l(z — J™) zn -^ -4- 6bi-\-. . ., 

Zi(v— /) — Z,(^— /)-+-£Z;(x — y)4-... 

^^-^ /i| "T" £ A I -f- • • • ) 



el egalant les termes independants de i, on aura 

( a ', ) K = A, -)- A, /;, -+- A^ ft, - B, Z, -h B,Z; - "' Z", + |-* Z; 
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En deveioppant 

pour z = X -{- 1 ei z =y -h £, et introduisant Ics quantites R, R', R', 
R' delerminees par les equations (i8), on obliont 

// (.r -f- £) :^ ^ + R -h Re -h J-R'£»+ J-R^'s'-h. . .. 

desquolles on deduira, comme precedemment, 

\' •> 4R 

£' c 

//«(>'-+-£)= ^- -- -f-2AH'-+-R'4-..., 

£* £ 

/i' {.r-\-B)-- — -\ :: 1 h | A*R -h OARR'-+- W -^ . . ., 

£■* £- c 

A' 3A«R 3A»R'-+-3AR' ,.,„, .,„„, „. 

^/'(j-h £) = 7-H :; h-|A'R -+-()ARR -+-R'-+-. . ., 



£* £ 



A* 4A»R /|A'R'-f-(>A'R* ^A^R^-m^A'RR+^AR' 

£^ £* £^ £ 



s 



A»R'+6A»(Rn'+ir>)4-iaARMr+r{'+..., 



A* '|A»R /jA'R'+GA'U' aA'R' + iaAMlR'+.'iAR' 

«Mv + 0= -J, p^+ - - -,, ,- 

I A'R''+ 6A'{RR'+ R'*) -M2AR«R'+R»+. . ., 






«'« (7 + c- ) = ^ - iA- + -:5^ + R" - AR"'+ 
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En appliquant maintcnant los formules (23) et (24). on obtiendra 

li^ziz Kj-+- 2ARZ1 (z — x) — A«z;(3 — x) 
-2ARZ,(c-r)-A«Z;(c-v), 

/r'*^ K,4-(3AMr 4- 3AU«)Z,(^ - ^) - 3A»RZ;(c ~ ^) -h ~Z;(:; - .r) 
-(3A'R' + 3AR')Z,(5-7)-3A»RZ;(5-7)-— Z'(c-v), 

^/*=K,4-(2A»R''-hi'2A«RR'4-4AR»)Z,(:;~^) 
-(2A»R''4-i2A«RR'4-4AR»)Z,(:; — V) 
-(4 A»R' 4- 6A*R«) Z;(3 - x) + 2 A»RZ';(w - .r) 
-(4A'»R'4-6A«R«)Z;(5--.v)-2A»RZ;(5-v) 
-JA*Z7(^-.r) 
-iA*Z:(3-v), 

/ ^ j ::^ Ko- 2 AR'^ZiC^ - x) H- 2 AR'Z;( J - .r) - ~ Z7(- - -r) 

4- 2 Ar Z,(;; -J) 4- 2 AR'Z;(3 - J) - ^Z:(z -v) 

oi 

K,— 2AR'4- R''4- A«6i4- 2 ARZ, 4- A«Z; 

K3=|A«R''4-6ARR'4-R'4-3A«R^4-(3A»R'4-3AR*)Z, 

4-3A«RZ;4-^Z;, 

2 

K4— iA»R'^4-6A»(RR''4-R'»)4-i2AR*R'4-R*4-(4AMr4-6AMi»)^^, 

4-A*/;3 4-(2A»R''4-i2A»RR'4-4AR')Zi4-(4AM{'4-6AM{»)Z; 

4-2A'RZ^4-^Z:, 
Ko^ R'*- AR"- 2 AR '/>, 4- AV^s- 2 AR'^Z, - 2 AR'Z; 4- ^Z;. 

En suhstiluant ces valeurs dans les deux mombresde Tequation dif- 
ferenlielle et ayant egard aux equations (5) qui determinent les rela- 
tions enlre les quanlites R et les coefficients C, et a la premiere des 
equations (18), Tidenlite des deux memhres est evidente. Remarquons 
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encore que, d'apres la methode ingenieuse de Riemann, on salt que le 
coefficient de la partie ima}2[inaire de — a une valeur positive ('). 



De la meine maniere, on pent trailer I'equalion dilFerentielle 
En posant 

— 

Z — Or 

on serait conduit a une absurdite, a moins que B/= o. 

Supposons done qu'on pourrait satisfaire a Tequation differentielle 
par 

U : 



OU 



- I • 



At 

En suivantle memechemin que precedemment, on obtiendra 

A,.^ const. = A 

et 

u =z — AZ'i {z — j:-), 

oil X est un infini du second ordre dans un parallelogranimc des pe- 
riodes. 

Les relations entre les inconnues et les coefficients sont maintenant 



r 
t.3 — Y ' 



\^ 
A 

(27) / C2-- 12^/,, 

i\^-=^\iK{b\-^ 5^3), 
Co=4A»(35^5-hi5^^,H-^J). 

Au lieu de resoudre ces equations directement, nous detcrminerons 



(>) KflENiGsennGER, EIL Funct,^ I, p. 299. 
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los quanlites (u, to' et x d'une maniere plus simple. En ecrivant I'e- 
qualion diflerentielle 

on voit que ^ = o pour // = a, // = ^ et // == y- D'autre part, on de- 
(luit de 



//— — -±z;(c — .r), 



<|ue les valeurs pour lesquclles -p = o satisfont a Tequation 

7.\{z — x) = o. 

En negligeant des multiples de periodcs, on aura 

(28) ^ J =: A^-- -r 4- -|-) 

. , 03+ 0)' 

J — A3 — J- H , 



OU 



Ha 



!. f m' = V 



J. f ^^^^ ^ a;. 

I r^_ ^/// ^, 



Des equations (28), on deduira 

( 29) '.) =:^ 2 A3 — 2 A J, 0>' — 2 A3 — 2 A', , 

tandis que la quantite x sera determinec par la condition iniliale u=:o 
pour z = o OU par Tequation 

(3o) .r — A', + A', — Aj. 
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On verifiera, commc prccedemmenl, que 

dans laquelle les constantes sont determinees par les equations (27), 
satisfaita Tequation differentielle (25). 

Revenons maintenant aux equations (19) ct (27), ct introduisons, 
pour les resoudrc direclement, trois fonctions definies par les equa- 
tions 



'■■ (= " t) 



(3i) '>Z,(3 + ^) -----i-Z(c). 



2 / ft) 



Ces fonctions, developpees d'apres Tequation (i5), donnont los 
series suivantes : 



/^i{^)— tang 4~ sm > 

fi) ft} ft) hi ^^ 



in 



TT IIZ ,7r.27:3Y? 7 



1 I -+- 27-" cos h 7*" 

0) 



(32) / Z(5) - 4_sin-- > 



ftn-l 



I I — 27"*-* cos - — - 4- 7*"~- 

0) 



r. , V .TZ.'MiZ V^ 

/,(3):z:: — 4-Sin - > 

0) 0) .ii^ 



TT . 2 7::; VI n^n-l 



I -h 27'"-* cos — ^ 4- 7*"^' 

ft) 



En ajoutant les equations (r5) et (32), on obtient 

(33) Z|(5)-+-Z,(x;)4-Z(3)-+-Z3(5)--=2Z,(2j). 

Pour trouver encore d'autres relations, introduisons les abreviations 

S,{z)=Z,{z)Z,{z)-hZ,{z)Z(z)-^Z,(z)Z,{z) 

-}-Z,{z)Z(z) -^Z,(z)Z,(z) -hZ{z)Z,(z), 

S,{z) = Z,{z)Z,{z)Z(z)-hZ,(z)Z,{z)Z,(z) 

-^Z,(z)Z{z)Z,{z)-^Z,{z)Z{z)Z,(z), 

S,(3) = Z,(c)Z,(5)Z(^)Z,(c), 
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et remarquons que, d'apres les relations 

Z (z + I) =Z,(c). Z (^ + '^)--— ^ +Z,(.), 
Z,(.+ ^)^Z(.), Z,(. + ^)=-^'+Z,(.). 



on a 



^' =-+-7 =^*(-)' ^« --^T = T b,(5)■+-^,(s), 

S,f'3+^')=--S;(-). S Yc + :;•- v.. ^ +n!i's.( = )-^S.( = )--'s,(^) + S.(^K 

^ '1 ) \ 2 / ftV ftr fsV" CO 

Considerons inaintenanl les trois fonctions 

U(0= 8S3(^)- 4S,(.-)S,(.-)-+-s;(.-),. 

-y<(;;) z=i i52 84(2) — 28883(3) 8,(3) -+- 2408,(3) 8} (3) 

-22.i8«(3)-458}(3); 

ces fonrlions sont doublement periodiques et possedent tontes les 
nieines neriodes - et — et les memes infinis 



d) 0) 

/// - 4- /J : 
2 2 



seuleineiit les intinis de 9(5) sont du second, ceux de '^{z) et /(-) 
res|)ectivement du troisieme et du quatrieme ordre. 

En developpant, suivant le theoreme de M. Hermile, ces fonctions 
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au moyen de la fonction Z,(2a) et de ses derivees, on aura 
/ 9(5) — L-h 3A,Zi(2-) — 4A,Z;(2 5), 

jx(^):=N4-2C|Zi(2^)-4C,Z;(2:;)-i-/,C3Z;(2c)-3C,Z:(23), 

oil A, B, C sont les coefficients des puissances negatives dans les 
series 

?(£) --T H h Ao -h..., 

... B3 Bj B| -^ 

7(6) :^ r^^ + % 4- ^' -f- ^ - Co 4-. . ., 

et L, M, N des constantes qu'on detorminera en egalant les termes 
independants de £ apres avoir developpe les deux niembres des equa- 
tions (34) pour la valeur z = t. 
En posant 

Z,(£) ~ - -h 6,£ -h 6,£'-r. . ., 

£ 

Z,(£) = Ci£ -hCaf'-H. . ., 

Z (£)— diE -^-d^e^-^-. . ., 

Z,(£) = ejf 4-^3 £'-*-.. ., 

on pourra aisement determiner les relations 

En effel, en devcloppant les deux membres de TequaHon (33) on 

2 Z,(2£)-Zi(£)^Z,(£)-hZ(£)-+-Z,(£) =/(£), 

on obtient 

d'oii resultent les equations (36). 

Ann, de I'Ee, Normale, 3* Serie. Tome IX. — F£vrier 189a. 
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On a done 



Si(£) = - -h 4^16 4- l66|£'-|-. . ., 

£ 



S,(£) = 36i-i- (c,c^i-H C|ei4-<i,ej-+- 36J -h i56,)£*-f-. . .; 

par suite, 
ot 

(p(5)=zL-h I2Zi(23). 

Pour determiner L, on aura 

[<p(-S) — I2Zi(23)],=o= Ao— 1261 = — I26,= L, 

d'oii resulte la formule 

(37) 9(5)=:8S,(5) — 3SJ(-)= — i26,-+-i2Z;(25). 

Devcloppons les deux membres de cette formule et egalons les 
coefficients de z^; alors on obtiendra une nouvelle relation entre les 
coefficients, dont nous aurons bientot besoin. Cette relation est evi- 
demment 

(38) Cjt/j4- c,ei-hc^,e,== 3(6J -h 5^3). 

Avec ette formule, on obtiendra les developpements 

Sj (£)i= - H- 4^l£ -+-l66j£'-f-. . ., 
£ 

S, (£) = 36,+ {6b\ -+- 3o6,)£*-i-. . ., 
S,(£) = (36J + i56,)£-h..., 

S^{b) = Ci^,e,£»-+-. . ., 

S?(£) = -^4- 8^ H-(l66J-+-326,)£«-h..., 

s;(£) = i + ^ -+-(486; + 486,)« -+-•••. 

S}(0 = i + ^+(96*? + 64ft,) +...; 
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par consequent, 

B3— I, B,= o, B, — o, Bo = o, 

C^-=: — 45, Cj =: O, Cjrzzo, Ci = O, Co = O 

et 

Pour determiner les constantes M et N, on a 

[X(5) — i2oZ7(25)]-=o = Co — 72063^ N; 

clone enfin 

(39) ^(z)=. 8S,(5)- 4S,(3)s,(3)-hS;(^)=:.4z;(2^), 

( x(:;)=:ii52S*(5)-288S3(:j)Si(3)-^24oS,(c)SJ(5)~224S;(c)-/,5S{(3) 

(40) J Y*^/ A 

Demontrons maintenant comment les equations (33), (37), (39) 
et (4o) peuvent servir pour resoudre les equations (19). 
En ajoutant les equations 

8S,(3) — 3SJ (:;)—— 126, -hi2Z; (2 j) 

et 

3S;(;:) — i2Zf(25), 

et divisant par a, on obtiendra 

(40 4s,(5) = 6[Zf(25) + z;(2c)-^]. 

De meme, en ajoutant les equations 

8S,(c)-4S,(i:)Sj(w)-4- SJ(5) 1^ ^Z](2z), 

iS,(3)[8S,(;;)-3SJ(5).l==:i2Z,(2c)[Z;(25)-M, 

iSJ(0 = 4Z?(2^), 

et^divisant par 4* on aura 

f^2) 2S^{z) = Z\{2z)-^^Z,{2z)[Z\{2z)--b,]-\-Z\{2Z). 
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Enfin la sommc dcs equations 

115284(3) — 2888,(5)8,(5) 

H-24o8,(5)8»(5) — 22485(3) — 458} (5) =-7206,-l-120Z;(25), 

368,(s) [88, (3) -48,(5)8,(5)4- 8»(3) = 288Z,(25)Z;(23), 
i[64S|(5)- 488,(5) SJ(5)-)- 98}(5)]= 5o4[Z',(25) - 6,]*, 

9S»(5)[8S,(5)- 38J(5)]= 432[Z',(25)-6,]Zf(25). 

18} = 72Z}(25). 

divisee par 72, donne I'equation 



,,3. I l68j5)=|Z7(25) + 4Z,(25)Z;(25) 

\ -f-7[Z',(2s)-fe,]»+6z;(25)[z; 

Les equations (19) peuvent done s'ecrire 

C.= J8,(--^). 
C,= 4S,(^), 
C,= 8A8,(^':^), 
C,= i6A«8»(^^Y 
ou, en introduisant les constantes a, ^, y, B, 



(25) — 6, ] + Z}(23) — 106,. 






_G«(« + p + y + 3) = is,(^), 

G'(«|3 •+- ay -+- «a -h Py -t- j3(J + yd) = 4S, (^^7^)' 
— G«(a|3y + «Po + ay$ -h ^y$) = 8 A sJ^-^\ 

G« «|3y3 = 1 6 A» 84 (-•^) • 



o 
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Do ces equations, on deduira aisement 

•/ = ^-z (^•!::i::^^r=i[Z,(A3-^)-Z.(A3-K)]. 
a^^^Z,(^-^-) = ~[Z,(A,-x)--Z,(A,--v)J, 

d'oii resultcnt Ics equations (20). 
Do la memo maniere, les equations (27) se reduiront a 

- G*(« -+- P -4- y) = 4[z;(o) 4- z'(o) + z;(o)]/ 
G«(«?H-«7 + (3y)-^4A[z;(o)7y(o)4-z;(o)z;(o)4-//(o)z;(o)i, 

-G'a(3'/ = 4A*Z;(o)Z'(o)Z;(o). 

La forme des seconds niombres de la deuxiemc etde la Iroisiemo dc 
ces equations se deduisent des equations (36) et (38), tandisquo 1(» 
second membre de la derniere equation se deduit de Tequation ( 13)» 
en developpant les deux membrcs de celle-ci et ef2[alant les coefticienls 
de 3*. 

Des equations precedentes, on conclura 

a — — g^i^i^^) — ~ (^ Z;(A; — .r), 
?=- JiZ'(o) = - Az;(a;_^), 

7=-^, z; (o) = - A z; ( a; - .;•), 



d'oii resultent les equations (28). 
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La melhode precedente moiitre comment I'hypothese que nous 
avons faitc sur la forme de I'intcgrale conduit, d'une inaniere bien 
simple, aux fonctions Z et, par consequent, au\ fonctions 6 de Jacobi. 
Ajoutons encore que ce n'est point le seul avantage de cette methode, 
mais qu'elle s'appliquerait egalement a Tintegration de plusieurs 

j autres equations differentielles d'un ordre plus eleve. 

I 

I 



4 
I 

i 

4 

..r 

J 



1 



SUR LtQUATION ADJOINTE 



ET SUR 



CERTAIINS SYSTEMES D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES, 



Par M. Emile BOREL, 

ELEVE DE l'eCOLE N0RM\LE SVPERIEURK. 



C'est Lagrange qui a le premier considere Inequation adjointe a unc 
equation lineaire donnee; il a montre que la relation entre les deux 
equations est reciproque et a fait voir comment i'integration partielle 
de i*une facilite I'integration de Tautre. 

Le but de ce travail est d'indiquer quelle est la signification geome- 
trique de Tequation adjointe et de ses principales proprietes, et d'etu- 
dier comme application les equations equivalentes a leur adjointe et 
certains systcmes d'equations difrerentielles qui s'y rattachent. 

Ces equations ont une certaine importance dans divcrses questions, 
de sorte que les geometres ont ete naturellement conduits a les consi- 
derer. Ce sont d'abord les equations d'ordre pair qui ont ete rencon- 
trees dans la theorie de la variation secondc des intcgrales simples. 
Jacobi en a donne les principales proprietes, M. Bertrand et Otto 
Hesse ont aussi public des travaux a ce sujet; mais tons ces auteurs 
ont laisse systematiquement de cote les equations d'ordre impair qui 
ne leur etaient d'aucune utilite. Ces equations d'ordre impair se sont 
presentees a M. Darboux qui en a fait unc etude approfondie {Theorie 
des surfaces, Livre IV, Chap. V). Je renvoie a ce Chapitre pour tout ce 
qui concerne la theorie analytique de I'equation adjointe et je me ser- 
virai, autant que possible, des notations qui y sont employees. 
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I. 



Dans uii espace an dimensions, k relations entre les n coordonnees 
(on n -ht coordonnees homogenes) represenlent une surface an — A 
dimensions que je representerai par S„.^, Si i = n — r , les coordon- 
nees sont fonction d'un scul paramctre et nous aYons une courbe: si 
k = n, un nombre limite dii points; de sortc qu'il est naturel de con- 
venir que S, designera une courhe et So un nombre limite de points. 

Un plan est une surface dont toules les equations sent lineaires; un 
plan P| est une droite; un plan P„ un point unique. Le degre d'une 
surface S^ est le nombre de ses points ^'intersection avec iin plan P„.j 
arbitral re. 

Au lieu de considerer les surfaces comme lieux de points, on peut 
les considerer comme enveloppes de plans Pn_,. On est ainsi conduit, 
a classer les surfaces suivant le nombre de parametres dont dependent 
les plans P„_, qui leur sont tangents. Dans le cas oil le plan P„_, de- 
pend d'un seul parametre, il enveloppe une surface developpable. ; 
soil 
(I ) "i .r, + «,.r, 4- . . . + M„ j-„ -(- 1 - o 

I'equation du plan Pq_,, les u etant fonction d'un param^tre t; pour 
avoir son enveloppe, il faut adjoindre a I'equation Iji) sa derivee par 
rapport ii / 

du, fli/„ 

Les equations (i) et (2) representent un plan P„_j qui est la carac- 
teristique du plan P„_,. Ces plans P„_i forment une developpabIeA„_,. 
Mais nous pouvons ajouter aux denx equations precedenles la derivee 
de I'equation (2) par rapport a / 



Les trois equations (i), (2), (3) representent un plan P„_, qui est 
analogue ii un point de I'arete de rebroussement d'unc surface deve- 
loppable dans I'espace ordinaire. 
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La surface lieu des plans P^_3 seradile une developpable A;,_2, et les 
plans P;,_, sont osculateurs a cetle surface, c'est-a-dire renferment 
trois plans P^,., infiniinent voisins. II y a une analogie parfaile jus- 
qu'ici avec ce que Ton sail des relations d'une courbe gauche avec ses 
plans osculateurs etses tangentes (representees ici par les plans P;,-2)- 
Seulemenl, nous pouvons continueret prendre les derivees successives 
des equations obtenues : 

(4) -^r^^^-^-- -^-5^^« = ^' 



Les^ equations (i), (2), ... , {k) representent un plan P„_a dont Ic 
lieu est une developpable iin-k^\* et le plan Pn-A(A<^) represente 
par les h premieres coupe cette developpable suivant k — h -\-\ plans 
P„«A infiniment voisins. Les n equations representent un point dont le 
lieu est une courbe, dite arete dc rebroussement de toutes les deve- 
loppables considerees, et la developpable A;,_A^., est formce des plans 
P„-A osculateurs a cette courbe, c'est-a-dire en renfermant /i — ^-+- 1 
points infiniment voisins. Tous ces resultats sont intuitifs et, d'aiU 
leurs, faciles a verifier par le calcul. 

Nous avons admis que les n equations donnent pour les x des va- 
leurs determinees et fonctions de /. Pour qu*il en soit ainsi, il faut 
d*al)ord que le determinant des equations ne soit pas nul; mais on sait 
qu'il ne pent Tetre que s'il existe entre les u une relation homogene 
a coefticients constants de la forme 

( a ) a, tt, -f- a, w, -+- . . . 4- rtn "« = o. 

De plus, il faut que les derivees -^ ne soient pas toutes nuUes; or, 
ces derivees sont determinees par les equations 

. ,. du^ dxx dUn dxn 
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(/.-I') 



(«') 



df"-^ "dl 

d'^-^Ux dxx 
df"-^ ~dt 



d'^^^u^ d,x„ 

dt''-^ isr 

d'^-^Un dXf^ 

dr-^ 'dt 



= o, 



=-( 



d^Ux 
df" 



3C\ -f" • • • "T" 



d^ 



Xn I. 



Ces equations donnent pour les derivees des valeurs non toutes nulles, 
a moins que Ton n*ait 



(^-Hi) 



dt'' 



Xs 



d^ 
dt" 



Xn = O. 



Cette equation ne peut etre verifiee pour toutes les valeurs des x qui 
verifient les equations (i), (2), . . . , (/i) que si Ton a 



dux 

IT 



dt 



d'^Ux d'^u, 



df*^ 



df" 



= 0. 



c'est-a-dire s*il existe une relation a coefficients constants de la forme 

d'oii Ton deduit, en integrant, 

La relation (a) etantun cas particulier de la relation (b), i\ suffit de 
tenir compte de cette derniere. EUe exprime que le plan donne passe 
par un point fixe, a distance finie ou iniinie. Supposons, pour plus de 
generalite, qu'il renferme constamment un plan Vn-h-t ; nous pouvons 
toujours supposer que les equations de ce plan sont en coordonnecs 
homogenes 



X, = 0, 



Xi=0, 



Xfe=0, 



/i-»-l 



= 0. 



On peut dire aussi que le plan donne est constamment parallele a un 
plan P„_f,(x^=zX2 = .. .=x^= o), et il aura une equation de la 
forme 



St'R I, KC'1;AT16?( AHJOITiTK, ETn. I»7 

les K n'etant lies par aucune relation lineaire ii coefTicients constants. 
En considerant les j; comme lescoordonneesd'un point dans un espaco 
ii i- dimensions, cette equation repr-esente un plan P(_, dont I'enve- 
ioppe est line developpabie :!*_, admettant une arete de rebrousse- 
nient parfaitcment determinee. Les equations de cette arete de rebrous- 
sement Ront 

X, = ?,((]. X,^9,(/) J7^^(fn(0. 

Dans I'espace ii n dimensions, ces equations rcpresentent une surfapc 
S„_A+, formee d'une infinite simple de plans P„_^ contenant un plan 
tixe Pn-*-i; c'estce que nous apppllerons un cdne C^'Jl'',, I'indice su- 
jierienr indiquani la dimension dii plan multiple du cflne; un c6nn 
ordinaire sera it design e parC" (il est inutile d' in trod ui re la denomina- 
tion de cylindre dans le cas oi) I'element multiple est a I'iniini, car 
nous nous pla^ons uniquement au point de vue des proprietes projer- 
tives des figures). Les equations qui dans I'espare a k dimensions 
representaient une developpabie A, representent un c6ne develop- 
[lable C^Ztli forme des plans P„-^,/_, osculateurs au cone C"7j;[. qui 
joue le role de I'arete de rebroussemont el pent etre appele cAne t/e 
rebromsement. L'expression cdne developpabie n'esl pas un pleonasmc. 
ear. dans I'espace ii /* dimensions, un cone n'est pas. en general, une 
surface ileveloppable, c'est-a-diredont les plans tangents nedependcnl 
que d'uu parametre; par esempic, un c6ne Ibrme des droites passant 
par un point fixe et rencontranl une surface S^ non developpabie n'esl 
evidemment pas developpabie. 

Ces notions etant elablies. il esl facile d'etutlier la transformation 
(■orrelalive ou correspondanee bomograpbique entre les points et les 
plans Pn_( . H est clair que cette transformation fait correspondre aux 
points d'une courbe C non plane, les plans tangents d'une develop- 
pabie A„_,, ou si Ton veut les plans osculateurs n„_| d'une courlie 
gaucbe V. Au\ points de F correspondent les plans P,,._, osculateurs 
de Get plus generalemenl les plans P„_* osculateurs a I'une descourbes 
rorrespondent anx plans P,_, osculateurs a I'autre. Comme une courbe 
«t les developpables qui en derivent sont donnees en meme temps et 
qu'ii n'est pas plus general de considerer la courbe comme lieu dc 
points que comme arete de rcbrousscnrent d'nne devcloppnble Aj. il 




n'y aura aucun inconvenient a tlire que Ics courbes C et F se corres- 
pondent. 

Si ta courbe C est plane et renfermee dans un plan P*. il correspon- 
dra a ses points les plans tangents d'un cone developpable F^l*' el a 
ses plans osculaleurs P^., les pbins generateurs du cone de rebrousse- 
menl T"~_*„l\ de ce cune developpable. 



II. 



Etant donnee une equation differentlelle lineaire sans second 
membre, d'ordre n, on peut lui fairc correspondre une courbe dans 
un espace a n— i dimensions en regardant n inlcgrales distinctesi 
de I'equalion comnie les coordonnees homogcnes d'un point de la 
courbe. La courbe allachee a une equation donnee est determinee, 
si I'on ne rogarde pas commc distinctes deux courbes transformees 
I'une de I'autre par une substitution bomograpbique qui equivaut, 
comme on sait, a un simple cbangemcnt de coordonnees. Mais a une 
courbe correspondent une inilnite d'equations. car on peut dans une 
equation changer la variable independantc, ou multiplier la Tonction 
inconnuc par une fonclion determinee quelconque, sans que la courbe 
correspondante soit uiodifiee. On peut aussi evidemment multiplier le 
premier membre de I'equalion par un facteur quelconque. 

II results des relations connues entre les solutions d'une equation 
lineaire el celles de I'equalion adjointe (Dahboux, loc. cit.. p. io3) que 
les courbes attacbees a deux equations adjointes I'une de I'autre se 
correspondent dualistiquement. On pourrail prendre celle propriete 
comme deGnilion de I'equalion adjoinle et dire que deux equations 
Bont adjointes lorsque les courbes correspondanles sunt correlatives; 
cette definition aurail I'avantage de mettre en lumiere le (ail que la 
relation entre les deux equations est reciproque ; mais, d'apres ce que 
nous vcnons de dJre, elle ne seraitpas suftisamment neilc, puisque 
I'equalion correspondanl a une courbe donnee n'est pas parlaitemenl 
determinee. II est done n^cossaire de la preciser un peu. 

D'abord, il est clair que Ton ne doit pas cbanger la variable inde- 
pendantc, c'est-ii-diru que dans Ics formules cilees les u el les v sonl 
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necessairement exprimes au moyen de la meme variable; il faut que 
deux points correspondants des deux courbcs correspondent a une 
meme valeur du parametre dont dependent les coordonnees. 

Gette restriction etant faite, il suffit de multiplier les premiers 
membres des equations qui correspondent aux courbes par un facteur 
convenable pour que ces equations deviennent adjointes Tune de 
Tautre. 

On peut deduire facilement de cette definition geometrique la pro- 
priete analytique essentielle de Tequation adjointe. Considerons, en 
cflet, le systeme d'equations differentielles 

oil les V sont des fonctions donnees de / et X une fonction indetcr- 
minee de la meme variable. Si nous considerons les x comme les 
coordonnees d'un point dans Tespace a n dimensions, ces equations 
expriment que les tangentes a la courbe lieu du point x sont paral- 
leles aux generatrices du cone C^ 

^i ^i ^n 

Les plans osculateurs P;,_, de la courbe sont, par suite, paralleles 
aux plans osculateurs 1\_, du cone, de sorte que nous obtiendrons la 
courbe la plus gcnerale cherchee en prenant Tarete de rebroussemeni 
de la developpable enveloppe du plan : 

u etant une fonction arbitraire de / et i/,, a^, . . . , u^ etant les solutions 
adjointes des {^. 

Les X sont determines par Tequation (i) et les suivantes : 

dui dUn du 



9 



(a) 



. 



Ce sont des fonctions lineaires de u et de ses derivees jusquh 



'<) 
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Tordre /i — i. Pour calculer la valeur de X, differentions la derniero 
(les equations (2) et remplagons les -^ par leurs valeurs; il vient 



(3) 



d^u 



diF^'^' 



Xs 



d^n 

dt 



^'^''- dF" \' lu^^ 



-h . . . 4- i', 



d^-^u 



" dt'' 



*) 



En eliminant les x cntre les equations (i), (2), (3), on obtient 



).= 



d^n 


d"-Ui 


dt" 


dt""'' 


d'^Uy 




dt" 




• • • • 

d"un 




dt" 





u 



Wi 



u, 



{'■ 



d"-hi„ 



d"-^u^ 



*) 



d"-^u ^ 
'dt^'' 



Ui 



d"-hi 



n 



dt"-^ 



u, 



=/(«). 



Si Ton pose 



d"-^ Ux 

'* dt"-' 



i\ 



d"''ii„ I 



dt"-' 



In 



/{u) sera de la forme 



.... ^ dii . d"u 

ot il resulte de son expression meme, sous forme de determinant, que 
('*est I'equation lineairequi admet pour solutions 1/1,1/2, ...,<^n*D*apres 
cc que Ton a vu, a?/= /^//(w) est une fonction lineaire de u et de 
ses derivees jusqu'a Tordre n — i. D'ailleurs, les fonctions des U/^ qui 
entrent dans Xi s'exprimeront neccssairement au moyen de ^/ et des 
roefficients de Tequation lineaire /(u); cela resulte de ce fait que, 

// etant indetermine et I'integrale / ^//(a) s'exprimant sans signe do 
quadrature portant sur u ou ses derivees, elle s'exprime completement 
sans signe de quadrature. 

On voit ainsi que, de la definition geometrique, on peut deduire la 
|)ropri(*te fondamentale de {'equation adjointe et meme la valeur du 
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facteur par lequci il faut multiplier Ic premier membre de Tequation 
lineaire en u pour que son produit par une quelconque des quantites r 
soil une derivee exacte. Cela resulte de Texpression de \. 



III. 



Cherchons maintenant a quelle condition une equation d*ordre n 
est equivalente a son adjointe. D'apres ce qui precede, la courbe 
attachee a Tequation doit etre correlative a elle-meme; si nous desi- 
gnons par x les coordonnees de ses points et par u les coefficients dos 
equations de ses plans osculateurs P;,-2, on doit avoir 



R 



(1) UiZlZ^ttikXk (l:=I,2, ...,/l). 

1 

De ces equations et de la relation identiquc 



^UfXiZZlOy 



on deduit 



n n 




9 = ^ ^CiikXiXii=zO, 
1 1 



II faut observer que ces calculs no sont legitimes que parce que, 
suivant une remarque deja faitc, les u et les x sont fonctions d'unr 
meme variable independante. 

Pour que la forme quadratique 9 soit identiquement nulle, il faut 
que Ton ait 

c'est-a-dire que le determinant des a soit un determinant gauche. Ce 
ras ne pent se presenter si n est impair, car ce determinant doit etre 
essentiellement suppose different de zero. 

Je m'occuperai plus loin du cas oil, n etant pair, on a les rela- 
tions (2). 



Supposons done d'abord que tp n'est pas identiqucment nul, et fai- 
sons usage des relations 



(3) 
i4) 



y-"-' 



En ajoiitant ces equations membre a iiiembre et remplagant les u 
par leurs valeurs (i), on a 

lin comparant les systi'nies d'equalions (3) et (5) et remarquant 
que les determinants formes avec les derivecs des x ne sont pas nuls. 
puisqueles^ son t des solutions lineairemenl independantes. on obtient 



La derniere egalite resulle de I'liypothese que ;p n'est pas identique- 
inent nul. On a done 

6) u,= - — t. 

a dx, 

pt. par suite. 



La courbe consideree est situee sur la surface du second degreOn-i 
representee par I'equation ip = o ct son plan osculateur P„_j est le plan 
tangent a la surface; nous dirons que c'est une llgne asymptotique de 
la surface. 

Nous sommes ainsi conduits a etudier les surfaces du second degre 
a un nombre quelconque de dimensions; cette elude qui presente de 
I'inleret par elle-meme a deja fait I'objct dc plusieurs travaux (iWr 
notamment G. Segre, Studio suite quadriche (J^iemurie del/a reaie Accade- 
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mia di Torino, serie seconda. t. XXXVI)]. Mais comrae elle est etran- 
gere ii la question qui nous occupe ici, je me bornerai a enoncer k-s 
resuUats ppincipaiix qui me seront necessaircs, dont quelquea-uns 
sont peut-eire nuuveaux, mais qui sont tous faciles a verifier. 

Je me borne au cas des surfaces dont Ic discriminant n'est pas nui. 
car les pruprietes des cones s'en dedulsent facilement. 

Les surfaces d'un nombre pair de dimensions Q.^„ (qui sont les sur- 
faces les plus generales dans un espace a 2/7 4- i dimensions) admet- 
lenl deux systemes de plans generateurs P„. Ces plans P„ se corres- 
pondent a eux-memes dims une transforinali(m [lar polaires reci- 
proques. Deux plans P„ d'un meme svsteme out en commun un plan 
?„_:;* et deux plans de syslemes difTerents un plan pB-t*+, (^ etant un 
enlicr queiconque tel que « — 2k on n — 2i + 1 solcnt positifs ou 
iiuls). II on resulle que deux plans generateurs infiniment voisins (qui 
appartienni'nt necessairement au meme systerae) ne peuvent avoir en 
commun qu'un plan P„_; ct jamais un plan P„_,, el, par suite, ne peu- 
vent etre osculaleurs a une meme courhe gauche. On reconnait une 
grande analogic avec les quadriques de I'espace ordinaire, el Ton peut 
prcvoir que ces surfaces n'ont pas d'autres lignes asymptoliques que 
des courbes tracees dans leurs plansgenerateurs.ee qui ne correspond 
a rien pour les equations d'ordre pair eqnivalentes a leur adjointc. 
Done, pour ces equations d'ordre pair, on est toujours dans le cas 
nil o est identiquement nul et que nous examinerons dans le para- 
grapbe suivant, la fin de celui-ci elanl exclusivement consacree aux 
equations d'ordre impair. 

Les proprietes des quadriques Q:,„+, sont en cllct tout a fail dille- 
rentes: ces surfaces possedent un seul systeme de plans generateurs P„ 
et a ces plans correspondent, dans une transformation par polaires re- 
ciproques par rapport a la surface des plans P„+, generateurs de la 
surface au point de vuc tangcntiel, c'est-a-dire t els que lout plan V.„^, 
les renfermant soit tangent a la surface. 

Les lignes asymptoliques de ces surfaces sont caractensecs par le 
fait que la developpable correspondantc est transformee en elle-meme 
par polaires reciproques; a leurs plans osculaleurs P„ correspondent 
leurs plans osculaleurs P„+, ; comme ceux-ci renferment les plans P„ 
correspondants, ce sont des plans generateurs tangentiels et les plans 
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P„ sont gencrateurs ponctiiels. Reciproquement, si unc ligne trac6c 
sur la surface a pour plans osculalfurs P„ des plans de la surface, c'cst 
imp ligne asymplotique, car la developpable A„+, formee de ces plans 
P„ admet comme plan langent en tous les points d'un plan P^ le plan 
Pit*! generateur langentiel correspondant (cela resulte de ce qu'elle 
est sur ta surface); par suite, elle se correspond a elle-raenie par po- 
laires reciproques. 

(^Iierchons a traduire analytiquement ces resullals. II est evident 

que, si j:,, x^ x„ sont les coordonnees liomogenes d'un point 

d'une courbe, -tj-> -^> ■■■> -rf sont les coordonnees d'un point de 
la tangente; -j^'. ■■■< -~ les coordonnees d'un point du plan oscu- 
laleur P^; et, d'une nianiere generale, —lyf' •■•• '~aw '^^ coordonnees 
d'un point du plan osculateur P;|. 

Par suite, dans le cas d'une equation d'ordre 2n + 3 a laquelle cor- 
respond unc courbe tracee sur unc surface Qa„,,, puisque les plans P„ 
osculateursdc la courbe sont sur la surface, si Ton pose, pour abreger. 



= ?(^ 



■.)-?(^), 



9(-^)-^o. 



<S)-' 



Cest-a-dire que la relation quadrafique vcrifiee par les integrales 
subsiste quand on les remplace par leurs derivecs jusqu'a un ordre de- 
termine. Ce resultat a deja etc enonce parM. Darboux (foe. ri/.); raais 
les considerations geomelriques par lesquelles nous I'avons obtenu 
nous permcttent de demontrer facilement la reciproque et surtout de 
la generaliser. 

Si an -I- 3 fonctions et leurs derivecs, jusqu'ii I'ordre n inclusive- 
ment, verifient une nicme relation quadratiquc bomogfene a coefiicients 
constants, ce sont les solutions d'une equation d'ordre an + 3 equiva- 
Icnte a son adjointc. En effet, ces equations expriment que la courbe 
est tracee sur une surface du second degre, qui renfermc aussi un 
point de sa tangente en un point queleonque, distinct du point de con- 
tact. La tangente est done tout entrere situee sur la surface puisque 
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celle-ci est du second degre; et Ton voit qu'il en est de nieme des 
plans P„ osculateurs a la courbo; celle-ci est done une ligne asymplo- 
tique de la surface. On oblJent ainsi Tintegrale generate d'un systeme 
particuiier d'equattons diflerentielles. 11 est evident que Ton pourrait 
prendre aussi une courbe situce dans un plan generateur de la sur- 
face, c'eal-a-dirc etablirentre les j;des relations lineaires a coefticienls 
constants lellcs que I'equation o(x) = o soit veritiec identiquement ; 

il en est alors de nieme de j-I-jt* ) ^ " quel que soit A; mais cette so- 
lution est pen inleressante. 

Proposons-nous de generaliser ce resultat et de cherclier a inlegrer 
sans quadratures un systeme d'equations de la forme 



?(■') = 



^/^ 
H'/'* 



oil 9 est une forme quadratique a coefficients constants des rt vii- 

riablesj-,, Xj j:„ (^ii iliscrlmtnant different de zero). II rosultera 

de la solution meme que, si le nombre entier A est superieur ou egai a 

I. ces equations ne peuvent eire verifiees qu'en etablissant enire 

\esx des relations lineaires a eoefficienls constants. Laissona de cole 

cette solution banal c qui exisle toujours et supposons done ^<; i; 

lea equations expriment que la devcloppable A^^, fermee des plans P* 
osculateurs ii la courbe ehercbee est siluee tout enliere sur la surface 
du second degre Q,,-,, representee par I'equation 9(^) = u. 

Consid^rons un plan l\_„ tanj;ent ii Q„_x ''n un point >f; ce plan 
P„_a coupe Aa^., suivant une developpable A* et la surface suivant un 
cone C° .,; considerons le cone developpable qui a pour sommet Ic 
point M et qui renferme A*, et coupons ce cone et le cone C'_, par un 
plan P),.,; nous obtiendrons une quadrique Q„_, et une developpable 
A], situee sur cette quadrique. Reciproquement, soit A^ une develop- 
pable situee dans le plan P„_m, et C une courbe tracee sur Q„_^ et donl 
les tangentes rencontrenl I'arele de rebrousscment de A^; la develop- 
pable Aj+, eorrespomlanl ii C sera siluee sur Q„_^, car les plans P* os- 
culateurs i) (" soni determines par un point de la courbe et le plan P*_, 
ibrmant A*. Nous pouvons done ramener le problenie considere a celui 
oil k est diminue d'une unite et n de deux unites; pour ^ = o, nous 




P„ sonL generalcurs poiicUiels. Hiiclprotjuement, si uni> lij^iie trac6o 
sur la supfaco a pour plans osculatours F„ ites plans de la surface, (''est 
line ligne asymplotique. car la developpable A,^, formee ile ces plans 
P„ adraot comme plan tangent en tons los points d'un pliin P„ li- plan 
P„., generateur tangentiel correspondant (cela resulte de ee qu'ellt 
est sur la surface); par suite, elle se correspond a clle-menie par po' 
laires reciproques. 

Cherclions a traduire analytiquemcnt ces resultats. II est evident 
tiue, si Xf, X.,. ..., J?n sont les coordonnecs homogenes d'un point 



1 



' sont Ics coordonnees d'un point doM 



It I ti-^i d.r, 

d une courbe, -t-. -j-. 

la tangcnte; -^'' ••■) —j^ ies coordonnees d'un point du plan oseu«' 

laleur P.^; et, d'une maniere gt-nerale, —^ - ■■•> --^ les coordonnees J 
d'un point <lu plan osculateur V^. 

Par suite, dans le cas d'une equation d'ordro ■j.n -(-3 a la(|uellc cor- J 
respond une courbe tracee sur une surface 0^,,+ ,. puisque Ics plans F»l 
osculateurs de la courbe sont sur la surface, si Ton pose, pour abreger^r 



aik^-iXi, — Q{x 



¥(-'■) '- 



..)^?(^). 

m- 



d'est-a-dlT'e que la relation quadrulique vcritice par les integrales 
subsisle quand on les remplaee par leurs derivees jusqu'a un ordrc de- 
termine. Ce resultal a deja ete enonce parM. Darboux {he. cit.); inais 
les considerations geometriques par lesquelles nous I'avons obtenu 
nous permettent de demontrer facilement la reciproque et surlout de 
la generaliser. 

Si 2n+'i functions el leurs derivees, jusqu'ii I'ordre « inclusive- J 
uient, verifient une meme relation quadratiquc bomogene ii coeflicienlsl 
constants, ce sont les solutions d'une equation d'ordre an + 3 equiva-F 
lentc a son adjointe. En eil'et, ces equations cxpriinent que la courbti 
est tracee sur une surface du second degre, qui rcnfcrmc aussi 
point de sa tangente en un point quclconque, distinct du point de conj 
tact. La tangente est done lout entiere situ^e sur la surface puisqu 
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celle-iH esl du sfcrmj (J(;;rre; pI Ton v<iit qti'il *;» '-hi 'I'; nt'-iin' 'I*' 
plans P, osculalt-ur- ii lit cjurlwr; cell';-*:! *"l 'l'*ii'; uri'^ h;if(i'r u*yui\ilu 
lique .ie la surfa.-e. On 'jbri^nt ainii riii(i';;i»l'' /'-iK^r^d*- 'I'iik «>'.(*•»«' 
parlieulier .IV.^u;.liori- *lirl«-rf(itj<rll«r-i. II "'.t '-m'U^uI iyi'- I'mp (,'»iiM«i* 
prenrJrt aus-i ,jn.: .;(jtjrJ.»- .ir»i<-" tt^u-. nu («Un ;f'-Ji<'»*i"i« '!'■ la "»' 

ilr" . .■ J . '/ / . , ., 




avons une courbequi n'est assujetlie a d'autre condition que d'etre 
tracee sur la surface, qui est alors uue quadriquc Q„_,*_3 ; Pt Ton a 



Pour achever la solution ilu probleme, il resle ii I'aii'e voir comiiieiit on 
peut determiner snr une quadrique une courbc dont les tanjientes 
rencontrent une courbe donnee P dans un plan tangent de la qua- 
drique. Le probleme ainsi pose exigerait, en general, des integrations; 
mais il faut remarquer que la courbe donnee n'est pas parfailement 
determinee, mais assujettie seulement ii se trouver surle ci'ineC' qui 
a pour soramet le point de contact M du plan tangent, et pour- base 
I'arete de rebroussement V de A^; il suffit alors de determiner un 
cone r" de sommet M, et dont les plans tangents P.^ rcnferment les 
generatrices de CJ; I'intersection de F" avec la quadrique est la courbe 
ebercbec; te probleme s'efTectue ainsi sans quadrature, et il s'intro- 
duit une fonclion arbitraire dans la determination de F". 

II est facile de traduire analytiqueraent eelte metbode; n'lus pou- 
vons supposer I'equation de la quadrique ramenee a la forme 



.r„ = o est alors un plan tangent, et x, = Xa = . . .= x^.a = a-, = o les 
coordonnees de son point de contact; on connaJt I'arete de rehrousse- 
menl F' d'une developpable A'^ situec sur la quadrique ; 



9(^1. 



-,) = o 



(Le plan p;, ^ est ici x„^, = o). 

Soient o,, o^ ^h-i les coordonnees de V ; I'arete de rebrousse- 

nient F de A^aura pour coordonnees a,, a^, . ...a^^j. b„^,, o; 6,_, etani 
une fonction arbitraire. II faut determiner une courbe tracee surQ„_,, 
et dont les tangentes rencontrent cette arete de rehroussement F: en 
faisani j,, = i, cela revient a integrer le systeme 
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auqtii;! il faiit juirulte TeqUiUion 



II suffil pour cela d'iiUegrer Ic syst^me 



ce que Ton salt faire (en Jatroduisant menm une ruiictiun iirliili-airf ); 
T„_, est alors determine par I'equation (2) et 6„_,. qui est arhitraire. 
pst exprimeau moyen de la f'onelion arhilraire que Ton a inlroduilc; 
on pent ainsi resoudrii le probleme puur ties valeurs quelconques di- 
A el de /I, pn partant de la solulittn evidcnle poni' Ics valenrs o el 
n — aX". 

Dniis le cas iiti n = ■im -(- 3 et X- = m, cetto niethoile peniict dr de- 
terminer de prociie en proche sans quadrature I'espression jjenerale des 
solulions d'une equation d'ordre im ■+- !i. equivalente a son adjointe 
(oil, si Ton prefire, les lignes asymptotiques d'une surface 0^™+, ). 
M. I).'irl)oux a dunne deja la solution analytique de ee probleme par 
des Ibrmules plus symelriques que cellesqui vlennent d'etre elablies. 
On peul, d'aillcurs, siinplifier un peu la solution indiquee et se don- 
ner directcmenl la courbe F; il est, en elTet, possible de demontrer 
que, dans ce eas. Ton obtient le cone 1"° en transformant la courbe 1' 
par potaires reciproques par rapport ii la surface ; la fonction que I'un 
sedonne alors arbitrairement estcollequi etait designee par /*„_, : cette 
derniere methode a I'avantagc de bien moutrer pourquoi la solution 
finale a'exprime sans quadrature, puisqu'on n'effectue jamais que des 
dill'erentiations et des eliminations. 

II y a d'ailleurs d'autres eas dans lesquels on pent introduire des 
simpliiications ii la uietbode generale, qui a surtouf I'avantage de 
monlrer la possibilite du probleme, mais qui conduirait souvcnt a des 
ealeuls inextricablos. Avant de donner un exemple des simplifications 
qui peuventse presenter, je ferai unc courteremarque. II resulte de la 
forme nieme des eijualions, et aussi d'ailleurs de leur signification 
jfeometrique, que les valeursde x,, x„ .... j-„ peu vent ctre multrpliees 
par une fonction quelconque.il en resulte qu'en donnani une forme 
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convcnabtc ii cctte fonction nrbilraire. on peut ex|irimer sans signe de 

quadrature jx,dl. jx^dt /j7„(//, c'est-a-ijire. si Ton veut, con- 

sidercr lo svslemi' 



f^"^-., 



KX 



v(SSF) 



en pnsant 



Je vais mainlenant, comme applicalion, integrer lo systeme 



f/j'' -H dy* -{- rf;' = d.r] ■+■ dy] + dz], 

liunt il est inutile (i'indiquei' la signification cinemalique simple. 

D'apres cc que Ton a vu. cela rcvient a chercher sur une quadrique 
Q, les courbes dont les tangentes sont sur la surface. Les quadriques 
0, ont des plans generateura P^; deux plans generateurs de systemes 
difTerents ont en commun une droite ou bien ne se rencontrent pas; 
deux plans generateurs d'un meme systisme ont en eom'mun un point 
et un seul. Considerons les plans generateurs de I'un des systemes qui 
passent par les tiingentes ii la courbe cliercliee; il est clair que deux 
di' ces plans infinimenl voisinsont en commun le point de contact. 

Inversement, si Ton considfere un plan gcnerateur dont I'equation 
depend d'un parametre, deux plans infiniment voisins, qui apparlien- 
nent necessairement au meme sysli-me. ont en commun un point, ei 
le lieu de ce point est une courbe a laquelle les plans sont tangents 
et dont les tangenles sont, par suite, sur la surface. 

Appliquons cette melhode: I'equation d'un plan gencralenr est 



c( 


>+/.)- 


-bl,. 


a( 


>^-=,)- 


-c(x 


'( 


'.r + .V:)- 


-»(7 



Nous supposons que a, h, c sont fonction d'un parametre /. L'inter- 
section de ceplan avec le plan infinimentvoisin estdetcrminee par les 
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equations 

^dc , . db 

(J + J.) 57 -(^+--.) 57 = 0. 

qui sc reduisent a deux, comme cela etait evident d'apres les proprie- 
tes des plans generateurs. Nous satisferons a ces equations en pre- 
nant 

da . . db ^ ^ dr 

et nous aurons alors la solution du systeme propose par les forniuh»s 

da dh , dc da db , dc 

^ dt dt dt ^ dt dt dt 

db dc da db dc da 

* ^ dt dt dt ^-^ * dt dt dt 

dc , da db dc , da db 

dt dt dt ^ * dl dt dt 

c, a, b, c designant des fonctions arbitraires de /. 

On pent d'ailleurs expliquer iacileinent ces resultats par la (leo- 
nietrie ordinaire. 

Considerons, en eflet, x, v, z, x., v., z. comme les coordonnees 
(Fune droite; cola est possible, a condition de choisir comme forme 
fondamentale 

j.l_|. jJ_|_ 3t_ .rj— )-J_^Jzzro. 

On pent d*ailleurs exprimer j:-, y, z, j:,, y,, z^ an moyen des coor- 
donnees de Plucker par les formules 

•T ~~~ *i'i — -V, »/' ~T~ Jt^i —~- l^« 

r-ji — Y, v-f-/, i^-M, 
de maniere que la forme fondamentale devicnne 



o 
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Tordre /i — i. Pour calculer la valeur de X, differentions la derniero 
dos equations (2) et remplaQons les -~ par leurs valeurs; il vient 



(3) 



~dtn 



Xk 



dr 



''^-'dF''\"''dr^ 






En eliminant les x entre les equations (i), (2), (3), on obtient 



>.= 



d^'u 


d"-hi 


df" 


dt^-' 


d'^u. 




dt" 




• • • « 




dr 





u 



Ui 



u 



n 



( d'*'-^Ui d'*-hi„\ 






. . . 1/1 



^"-^ // 



n 



dt"-'^ 



... f/i 



=/(«). 



Si Ton pose 






i\ 



d"-^ u„ I 



dt"-' 



In 



/{u) sera de la forme 



du 



/( w ) = ^0 M 4- X, - ~ 4- . . . -h X 



d'*u 
IF' 



ot il resulte de son expression meme, sous forme de determinant, que 

('*est I'equation lineairequi admet pour solutions u^,u^, ...tiin- D*apres 
ce que Ton a vu, a?/= / s^if{u) est une fonction lineaire de u et de 
ses derivees jusqu'a I'ordre n — i. D'ailleurs, les fonctions des Ui, qui 
ontrent dans Xi s'exprimeront necessairement au moyen de f,- et des 
<'oefficien(s de Tequation lineaire /(u); cela resulte de ce fait que, 
// etant indetermine et Tintegrale / Vif{u) s*exprimant sans signe de 
quadrature portant sur u ou ses derivees, elle s'exprime completement 
sans signe de quadrature. 

On voit ainsi que, de la detinilion geometrique, on pent deduire la 
propriete fondamentale de Tequation adjointe et meme la valeur du 



suR l'equatiox adjointe, etc. 8 1 



IV. 

Revenons niaintenant aux equations equivalcntes a leur adjointe. 
Nous avons examine le cas ou la forme que nous avions designee par 9 
n'est pas identiquement nulle, et constate que la recherche des equa- 
tions correspondantes se ramenait a celle des lignes asymptotiques 
de la surface du second degre 9=0. Nous avons vu que les equations 
que Ton determinait ainsi etaient necessairement d'ordre impair et 
montregeometriquement comment leurs solutions s'exprimaient com- 
pletementsans signe de quadrature. Dans le cas des equations d'ordre 
pair, auxquelles nous arrivons maintenant, la forme 9 est, par suite, 
toujours identiquement nulle, et la methode ne s'applique plus. 

Neanmoins, il y a cntre les deux cas une certaine analogic; la me- 
thode employee dans le paragraphe precedent avait pour base la trans- 
formation correlative par rapport a une surface du second degre; dans 
le cas oil le determinant des a/^ est symctrique gauche, les equa- 
tions (1) definissent encore une transformation correlative, mais par 
rapport a ce que Ton pent appeler un complexe lineaire. C'est, en effet, 
une correlation telle que le plan correspondant a un point donne ren- 
ferme ce point, car on a identiquement 

en vertu des relations 



''/ 



= ^^i*«^A» C^ik-^ Ctki — O. 



L'cquation du plan correspondant a un point jest 



I \ k 

OU 



^^Oiki^iyk— ^kYi) — o- 



On peut, en laissant de cote les cas singuliers, ramener cette forme 

Ann, de I'Ec. Xormale, 3* Serie. Tome IX. — Mars 1892. I I 
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bilineaire a la forme canonique 



I =.n 



V ( Xifn^i — Xn^iVi ) - O, 



1 = 1 



en supposant Ic nombre des variables egal a in. Les equations de la 
transformation sontalors 



C -- ■— ly J» ^ • m • ^ 9% • 



Par cette transformation a tout plan P^ correspond un plan Pan-s-*. 
Je dirai qu'un plan P^ appartient au complexe (k'^n — i), s'il est ren- 
ferme dans le plan Pj^.o a corrcspondant qui sera dit lui aussi appar- 
tenir au complexe. D'apres cette definition, tout point Po appartient 
au complexe, car le plan corrcspondant P^n-^ P'^isse par P„. Les droites 
passant par Po et appartenant au complexe doivent etre dans le plan 
Pan-a, car le plan corrcspondant a Tun quelconque de leurs points 
doit passer par Do; cette condition est d'ailleurs suffisante. On voit 
facilement qu'il y a des plans P„_, qui se correspondent a eux-memes ; 
pourqu'un plan P/^ appartienne au complexe, il faut et 11 suffit qu*il 
soit dans Tun de ces plans P^_, (si I'on a A < /i — i) ou qu'il renferme 
un de ces plans (si A >/i — i). On pent d'ailleurs trouver facilement 
les equations de ces plans P^,..,. 

Soit, en effet, un plan P„_, 



•/',! — ^n I *^n-f-\ ~^ ^ni^n-hi "+-•••-+- flt/i/i X^,, . 



On obtient les equations du plan corrcspondant en remplagant 
x^x.2 . ..x„ par ces valeurs dans Tequation 

et en egalant a zero les coefficients de a:"„+,, x,,^.,, .. ., o-j^. On obtient 
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ainsi 

V, - ^uJ/i-Ki -4- -4- ««i7jii, 



V„ = a^nyn->^\ -H «l«7«-4-« -H . . . -H O-nnyM 



Pour que ces deux plans coincident, il faut et il suffit que an^ = af^i\ 
ee que Ton pent exprimer de la maniere suivante : 9 etant une forme 
quadratique quelconque a coefficients constants des /i variables y;,+.|, 
v„H--» •••• V2«, les equations 

representent un plan P„_, du complexe. Ce sont ces plans qui jouent 
le meme role que les droites dans le complexe a trois dimensions. 

Nous sommes maintenant en etat d'interpreter geometriquement 
les equations differentielles auxquelles nous avions ete conduits. Ces 
equations etaient les suivantes 



1 






Comme nous considerons ici un espace a 2// — i dimensions, cette 

equation a lieu pour k = i)^ 1, 2 in — 2. D'apres les formules 

deja ecrites 

ces equations s'ecrivent 



— x„^i -J-.- I — <) ( A" ^ 1 , 2, . . . , 2 « — a). 



^' \f' dt" ""*• dt" 

i 



Elles expriment que le plan correspondant au point x dans le com- 

piexe passe aussi par les points ---, — — » •••> , ,^_, > c est-a-dire est 

le plan osculateur de la courbe au point considere. 

Par consequent, nous sommes ramenes au probleme de Geometric 
suivant : Trouver les courhes leltes que leurs plans osculateurs Po^-o ^^ 



84 



KM. DOItEI.. 

! corresponilants a ce point /lam 



chaque point soient les plai 
plexe. 

On voit, par Jes raisonnenipnls absoluniont identiques a ceux qui 
onl ete fails pour Ics surfaces du aecooddegre et leurs lignes asympto- 
tiques, que pour caracteriser ces courbes il sufDt de dire : ou bien 
qu'ellease correspondent a clles-niemes [lar polaires reciproques par 
rapport au coniplexe, ou bien (]ue ieurs plans osculatcurs P„_, sunt 
les plans P^, du complexe. 

Le probleme de la determinalion de ces courbcs est resolu pour 
I'espace ordinaire (n = -i). et Ton sail que les courbes, dont les tan- 
gen tes font partied'un complexe, ont pour plan osculateurcn un point 
le plan focal do ce point. On sait oblenir ces courbes sans quadra- 
ture; mais si I'on cliercbe a generaliser I'une des melbodes qui les 
donnent sans quadra Lure, on obli en t nonpas les courbes que nous cher- 
ehons, mais des surfaces S^., dont les plans tangents P„_| sont les 
plans du complexe; en designant par ^ une fonclion quclconque bomo- 
gene et du second degre dc ^u^^M-^n+i. ..., a;„. cos surfaces sont repre- 
sentees par Ics equations 



d^ 



Ce sontces surfaces qui sont hi veritable generalisation des courbes 
donl les tangentes appartiennent a un complexe lineaire. Si 9 est une 
forme quadratique, les equations representent un plan P„_, du com- 
plexe. 

Ces surfaces S„4.| jouissent de la propriete de se transformer en 
elles-memes par polalres reciproques par rapport au complexe; les 
courbes que Ton cherche ne sont pas autre cbose que les lignes asym- 
ptotiques de ces surfaces, c'est-a-dire les lignes telles que leur plan 
osculateur P,., soit tangent a ta surface. Mais il ne semble pas que 
Ton puisse arriver en suivanl cette voie, qui etait une generalisation 
naturelle de ce que Ton salt faire dans le cas de trois dimensions, a 
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une determination simple des courbes clierchees. II est des lors naturel 
de cliercher a generaliser la metbode geomelrique qui a reussi pour les 
lignes asymptotiques des surfaces du second degre. Siippusons done 
les courbes cberchees connues dans I'espace a 2/1 — 3 dimensions, et 
tacbons d'en deduire celles de I'espace ii an — i dimensions. 

Pour cela, nous rcmarquons d'abord que, si I'on considere dans I'es- 
pace a 2n — I dimensions une developpable D„ Tormee de plans P„_, 
du eomplexe, sod interseclion par un plan queleouque Pj„_j sera une 
developpable D„_, formee de plans P„_,3. Ces plans P„_3 apparliennent 
au complexe; les plans P„ correspondants doivent done les renfermer; 
il en pesulte que le pole M du plan Pi„_a ol I'un de ces plans P„_, de- 
terminent un plan P„_, du eomplexe, interseclion du plan P„ avec 
Pi«~s- On voit que la projection do la developpable sur un plan Pa„_, 
renCerme dans Pi„_;, le point de vue etant Ic point M, est une deve- 
loppable formee de plans P„_^ appartenant a un complese lineaire, 
intersection de Pa„_, avec le complexe donne. 

Jusqu'ici, il y a identite parTaite avec ce qui se passe pour les sur- 
faces du second degre; nousavons pris un plan quelconque de I'espace 
(an lieu ile prendre un plan tangent a la surface), et avons projete du 
pole de ce plan (tenant lieu du point de contact) Tintersection de la 
developpable par ce plan. On pent aussi. coinme dans le cas des sur- 
faces du second degre, proceder par une transformation par polaires 
reciproques. Si nous considerons le cone qui a son sominet en un point 
quelconque de i'espace et pour base la courbe consideree C, la po- 
laire reciproque de ce c6ne est une courbe C situee dans le plan polaire 
de son sommet, et dont la projection C" sur un plan Pj„_j est aussi une 
courbe dont les plans osculateiirs apparliennent a un complexe. 
Malheureusement, en clicrcbant la reciproque, on no reussit pas aussi 
bien que pour les quadriques; on n'arrive pas a la determination sans 
integration des courbes chercbees. 

Je considere un plan P™™-;. et dans ce plan une courbe telle que C, 
que je dois regarder comrne connue, puisque je suppose connues ies 
courbes telles que C" dans I'espace a an — 3 dimensions ; si je prends 
ta polaire reciproque de C j'aurai un cone Tj. ayant pour sommet 
le pole M de Pj„_a. Je dis que si I'on determine sur T^ une courbe C 
dont les langentes rencontrent C, cetle courbe C sera une des courbes 
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tiliercliees. 11 estd'aillpurs clair, d'aprt'S ce que Ton a vu. qu'en choi- 
sissant pour C une courbe arbitraire salisfaisant aux conditions indi- 
quees, on obtiondra de ccHe maniere toutos los courbes chercliees. 

II f'aut monti'Cr que la courbe C sc transrormc en elle-meme par po- 
lairps reciproques par rapport au compiexe; or elle est d^finie par le 
fait qu'ellc est tracee sur le eone Fj el que ses tangenles rencontrent 
la courbe C. et la transformation parpolaires reciproques a poureifet 
d'cclianger F^ el C; la definition de C n'est done pas changee. 

Mais la determination des courbes tracees sur un cone, et dont les 
tangenles renconlrent une courbe Jounce, ne peut pas en general s'ef- 
fectuer sans integration; et Ton voit facilement que si Ton appliquait 
celte methode ii la determination dans Tespace a trois dimensions des 
courbes dont les tangentes appartiennent a un compiexe, on aurait a 
efl'ectuer une quadrature; elle est done plus compliquee et moins na- 
turelle que la precedente dans le cas de trois dimensions, mais elle a 
I'avanlage de se generaliser. 

Cberchons k la tradulre aDatyliquementafin de voir aussi ncttemenl 
que possible a quel degre de difticulte le prubleme est ramene. Alin de 
simplitinr I'ecriture, je considere simplement un espace a cinq dimen- 
sions; mais on verra facilement ce qui. dans la melhode, est indepen- 
dant du nombre des variables. 

Soit done le compiexe lineaire 



II s'agit de determiner les courbes qui satisfoni aux quatre equations 
diflerentielles 



(a) 
(3) 



X) dx, — j^i dxj -+■ j:, dje^ — x^ dx, ^= d^t. 



dans tesquelles j'ai supposear„= i pour simpllfler. On peut reinplacer 
les irois dernieres par les trois suivantes 

(3'1 rfj, d'j-t^dxtd''x,-\-dj:icPj:i— d,rtd^.c,— o, 

(4') rfjJirf'j:,— rfjTjrf'.r, -t-rf^,d'3-i— dx^d'j-j — o, 



suR l'equation adjointe, etc. 87 

obtenuCwS en differentiant chacunc des equations (i), (2), (3), en 
tenant compte de la suivante. [L'equation (2') est une identite, ce qui 
demontre un theoreme, tres eonnu dans Tcspace ordinaire.] 

Nous considerons Tintersection du complexe par le plan ^r^^o, 
dont le pole est le point a;, = 0^3=- 0:3 = 07^ = j;« = o, 0:5= i. Nous 
connaissons, par hypothese, dans le plan 0^0 = 0:5 = 0, les courbes 
dont les tangentes appartiennent au complexe 

c'est-a-dire qui verifient les equations differentielles 

( 3* ) j^i djCf — j?j dxi 4- J^a dx^ ~ - jr^ dx^ 1= o, 

( 4") .r, d}Xi — J?, rf* J7| -+- .^3 d^Xi^ — x,^ d^x^ itl o. 

Ce qu'il est essentiel de remarquer, c'est que ces deux equations ne 
sont pas autre chose que les equations (3') et ( V)» dans lesquelles 
tous les indices de derivation sont diminues d'une unite, et Ton voit 
facilement que ce fait est independant du nombre des variables. Pre- 
nons, par exemple, comme solution des equations (3") et (V')» '^*s 
expressions 

x,^^\ 

X^—ty 

0-3^2(3-/(3', 

ou ^ est une fonction quelconque de t. Nous aurons les equations 
d'une courbe C en ajoutant a ces equations les deux suivanles 

Y etant une fonction quelconque de /. Pour trouver la polaire reci- 
proquc de C, il faut prendre le plan polaire du point x et chercher 
son enveloppe, ce qui donne 

(5) ;3'/,-0'i-^(3?-^(3')/4~73 4-yje=o, 

(6) (3V,-/,-i-((3'-/?'Kn4-y'jfi-=o, 

(7) ^\yt-f^y,-^fy^-^o, 

(7') yt-fyi-^i^^jy^^-o, 

(8) -74+(p)Ve = <>. 



Si I'on pose ^ — ii cl si Ton prcnd !'„ =: i , la soltilinn de res equa- 
lions est, comme on le trouve en Ics resolviint de prciclip en |ii'oclie, 

[ y*^ tu'— u. 



Ces equations representent le cone F!,. II faiil mainlenant chercher la 
courbe C tracee sur ce cone et donl les langentes rencontrent C. II 
I'aut, par consequent, clierclier a adjoindre li ces equations tine autre 



de maniere que la courbe representee par les equations (9) et(io) 
soit unc des courbes cherchees, c'est-a-dire satisfasse aux ttqua- 
tinns (i), (2), (3), (/(), oil Ton remplacerail les j: par les _}'. Mais les 
equations (2). (3), (li) peuvent etre remplacees par (2'), (3'), (4') 
qui ne renferment pas Jj; puisque nous savons qu'ilya une soiulion. 
ces equations sont verifiees par les valeurs (g), el il ne reste plus que 
I'equation (1) qui (era connaitrc X par unc quadrature. II y a done 
simplernent une quadrature a effectuer. 

On peut voir, d'une autre manii're, <|ue les valeurs (()) veritient les 
equations (2'), (3'), {l\'). 

On a, en efTet, evidemnient 



On peut ici veritier facilement, par le calcul, que ces rapports sont 
egauxen calculant leur valeur commune ifdi, mais ces equations .sont 
evidentes geomelrtquenient, car elles expriment simplement qu'un 
plan tangent P, au cone, represents par ces equations (g), rencontre 
la courbe dont les coordonnees sont x^ , x.,, x^, x^, ce qui resulte de la 
maniere meme dont on a obtenu le cone et du fait que la courbe se 
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transforme en elle-meme par polaires reciproques dans son espace. 
Comme on a remarque que les equations (3') et (4') no sont pas autre 
chose que les equations (3") ct (4")f clans Icsquelles on a auginente 
(i'une unite rindice do toutes les derivations, et que les x verifient par 
hypothese (3") et (/f ), il en resulte que les y verifient les equa- 
tions (3') et (4')- ^^^s equations ne changent evidemment pas, on 
effet, si Ton multiplie toutes les variables par un memo facteur. On 
voit done que Ton passera toujours du cas de in — 3 variables au cas 
de 2/1 — I par une quadrature. 

Achevons la solution dans le cas de n = 3. 

Nous avons alors 

, dy^—tiidt, 

'' dy,= {2^-tp')u''dt, 
dy^ — ^z" dt, 

et I'equation qui donne X est alors, toutes reductions faites, 

rr/. — u^ydl; 

on a w = ^^' En integrant par parties, on a la formule un peu plus 

r 

simple 

-C— df. 



On voit que Ton pourrait faire disparaitre tout signe d'integration si 
Ton savait determiner de la maniere la plus generale trois fonctions 
a, ^, Y de /, telles que Ton ait 



I'i) a p -_z y \ 

Mais la resolution de cette equation indeterminee, dont il taut une 
solution renfermant deux fonctions arbitraires, ne parait pas simple. 

D'ailleurs, si Ton savait resoudre leprobleme que Ton s'est propose 
ou, ce qui revient au memo, si Ton connaissait la forme des solutions 
do I'equation lineaire du sixieme ordre cquivalente a son adjointe, 
sans signe de quadrature et avec deux fonctions arbitraires, on pour- 
rait determiner sans autre integration la solution generale de I'equa- 
tion (12). dependant aussi de deux fonctions arbitraires. 

.'inn. tie I'Ec. J\'orm. 3* Serin. Toirn* IX. — Mars i^iji. 1*^ 
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En efTet, si Ton connait des expressions dey,,.V2, . . ., V5. on voit 
facilemcnt que Tensemble des equations (9) et (11) perniet de cal- 
culer p et 7 sans effectuer d'integration. II faut, bien cntendu, choisir 
convenablement la variable independante /; les equations (1 i)donnent 

On a alors 

eta, ^, Y vcrifient visiblement Tequalion (12), la variable indepen- 
dante etant /. 

Le probleme au(|uel on a eteramene est doncexactement equivalent 
a celui dont on est parti, et s'il est impossible de resoudre Tequa- 
tion (12) plus simplement qu'en prenant pour f[ et y des tbnctions 
arbitraires de / et en calculant a par une quadrature, il est aussi im- 
possible de determiner sans quadrature les solutions de Tequation du 
sixieme ordre, equivalente a son adjointe. C'est d'ailleurs, a foriwri, 
impossible pour les ordres superieurs. La methode geometrique que 
nous avons suivie, si elle ne donne pas la solution du probleme sans 
([uadrature, donne tout au moins une idee precise de son degre de dif- 
ficulle et permet d'obtenir, tout au moins pour le sixieme ordre, des 
expressions renfermant un seul signe de quadrature et relativement 
assez simples. 
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COUHBURE TOTALE D'lNE SLHI ACE 

MIX POINTS DUNE AHfiTE l)E HEBROL'SSEMENT, 

Par M. X. STOIIFF, 

MIITRE HE CONFERENCKS A L\ FACl LTK DES SCIENCES l)E MONTPELUER. 



line surface S qui admel une arete de rebroussement pout etre 
consideree comme engendrec par une courhe mobile C qui a une 
enveb)ppe. Cette ccMirbe peut etre representee par deux equations 

da 

a elant un parametre variable. En eliniinant a entre les equations (i) 
et ( 2), on obtient une ecjuation 

qui represente la surface S. Enfin on obtiendra les equations d<» Tarete 
de rebroussement en eliminant a entre les equations (i), (2) et Te- 
([uation 

fPoi.r.y, J, a) _ 

Designons par U et 11' les deux rayons de courbure principaux et po- 
sons 
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la courbure totalo est donnee par la formulc connue 



(.)) 



11 



WW 



(V-F 

Oy Ox 

Oz ()x 

(W 
()x 



(VY (VV ()V 



()x dy 

(VF 

OzOy 

dF 



Ox 0: 

d^F 

0yd: 

(V'F 
O'z^ 

iW 
Oz 



Ox 

(W 
Or 

OF 
Oz 

1) 



On peut imaginer que la fonction F(^, j, z) a ete obtenue en portanl 

dans 9(^, J, :;, a) la valeur dc a en .v, v, z tiree de Tequation (2). 

On a ainsi 

OF Ozf Oo 0(f 



Ox Ox Oa Ox 



et, en vertu de Tequation (2), 



OF _ Oo 
Ox "" Ox 



OF^ 
Oy 



0} 



- f 



OF 0(^ 
Oz Oz 



r~ » 



on aura de meine 



O^F 

Ox^ 

O'F 
' Oy Ox 

0'- F 
Oz Ox 



0" 9 0- o Orr 

Ox' 0(t Ox Ox 

O'O 0^ On 

Oy Ox da Ox Ov^ 

• ' • 

0- o 0- c? On 



Oz Ox ' OaOx Oz 



0^F_ 
Ox Oy 

0-F 
OV' 

0^' 

Oz y 



O^'o 



0^0 Oa 



Ox Oy Oa Oy Oy 

Oa 



"J 



0^-0 <r 

Oy- Oa Oy Oy 



O'-j 



0- o Oa 



Oz Oy Oa Oy Oz 



O^F 



Ox 0: 

Oy 0: 

O'F 

Oz^ 



0* o d^o da 

Ox Oz da dz d- 



O'-o 

== -^ — ;- 4- 



0^0 da 



Oy Oz Oa Oz Oz 

O'O 0^0 da 

Oz^ Oa dz dz 



D'ailleurs les valeurs de -/ » , » / s'obtiennent par les equations 

Ox Oy Oz * ' 



O'-o 



O'O Oa 



' Oa Ox Oa- Ox 



0^-0 O-o Oa 

■- — -\- — — 1— 

Oa Y Oa- y ' 



0^0 f}-9 Oa 

Oa Oz Oa* Oz 



obtenues par la difrerentiation de Tequation (2). En portant les va- 
leurs (G) dans la formule (5), on arrive au resultat suivant. Desi- 
j^nons par J(^, yj, t) la forme quadratique 



^(^'^^O^-^;-' 



9>., 0^0 , <^9^* 0^0 ^ 0-0 y^ , 0-0 ^ 

- ' Oy^ Oz- OyOz OzOx  Ox Oy ' 



SUU LA VALELR DE LA COURBURE TOTALE D UNE SURFACE, ETC. 

et prenons pour $, r^, J^ les valeurs 
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il vicnt 



(7) 





J. 


d^ d- do 


d'o 

1 






c — 


dy da dz dz 


dady^ 






d^ (^'9 ^9 


d-o 

1 




»i 


dz da dx dx da dz 




K = 


do d^o d^ 


d^o 




dx da dy dy 


dadx 




()*9 


d* 9 d^ 


do 




• 


djT^' 


dx dy dx dz 


dx 






J'y^ 


d'-o d^o 

1 1 


do 

1 




II* 

KH' 


dydx 
d^o 


dy^ dy dz 
d^ (?* 9 


dy 
do 

1 


d' 




dz dx 


dz dy dz^ 


dz 


da' 




do 

1 


do do 

1 I 








dx 


dy dz 








Cette fbrmule donno la courbure totale en un point quelcoiique de S. 
Sur I'arete de rebroussement, .-^ est nul. ^ n'est pas nul en general. 

Done, en general, quand une surf ace possede une ar^e de rebrousse- 
ment y en lout point de cette arHe la courbure totale est infinie. 

II y a exception si i —• o. II est facile d'interpreter geometrique- 
ment Tequation J = () quand elle a lieu en chaque point de Tarete 
de rebroussement. 

Des equations (i), (2), (4) on pent tirer a*, j, z en function de a, 
et expriiner ainsi les coordonnees de chaque point de I'arete au nioyen 
de ce paranietre arbitraire. Suivant cette maniere d'envisager les 
choses, dilferentions les equations (i), (2), (^j) par rapport a r/, il 
vient 

dr^ dy 
dy da 

d'*'0 dy 



do dx 
dx da 

d^ o dx 
da dx da ' da dy da 



dr^ 
Tz 



da 



\da ' da^ da J 



d(p d^x 
dx da^ 



da dz da ~ * 

do d^r do d' z 
dy da- dz da* 



—. (). 



Si les Irois quantites $, yj, ^ ne sont pas toutes nulles, les deux pre- 
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mieres dc ces equations montrcnt que, en designant par X une certaine 
quantite, on a 

dx dy dz 

da da ^^ _ \ 

et la troisieme equation donne alors 

Si .i esinuUe, ee qui est neeessaire pour que la courbure totale ne 
soit pas infinie, on a aussi 

^ (^9 d^jc d^ d\Y d^ d^z 

^^ Si ^- "^ dy da'- "^ 5^ ^rt» ■" ^' 

c'est-a-dire que leplan tangent a la surface le long de VarSte de rehrous- 
sement est le plan osculateur a cette arvte, 

Ce cas est done le cos d* exception principal au cas general, dans 
lequel la courbure totale est infinie. Je suppose reinpiie la condi- 
tion (8); je me propose alors de demontrer que la courbure totale a 
une valeur finie et bien determinee en chaque point de I'arete de re- 

brousseinent. Considerons la fraction ~^^ — pour un certain point M de 

la surface, et voyons si cette fraction tend vers une limite quand ce 
point sc rapproche indefiniment d'un point P dc Farete de rebrousse- 
ment. 

Imaginons que j;, v, ^ropresententles coordonnees du point P, a la 
valeur du parametre relative a ce point; par le point M passe une des 
courbcs C correspondant a la valeur a -h da du parametre. Soient 
X -h dx, y -h dy, z -h dz les coordonnees du point M. Nous traitons rfo?, 
dy, dz, da comme des infinimcnt petits du premier ordre, et nous 
negligerons les infiniment petits du second ordre. II faut toutefois 
remarqucr que dx, dy, dz sont des infiniment petits par rapport a rfa, 
tant que la direction PM n'est pas voisine de la tangente en P a I'arete 
de rebroussement. 

Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que la direction MP est 
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infinimcnt voisine de cette tangente. Cela suffit, si la limitc obtcnue 
finalement pour la courbure totale varie d'unc manierc continue lo 
long (le Tarete de rebroussement. En effet, si Ton aborde le point P 
par une route sur la surface qui ne soit pas tangente a Tarete, on ob- 
liendra uecessairement la meme limite; car les courbes C qui passcnt 
par les positions successives du point M touchent Tarete de rebrousse- 
ment en un point Q qui tend vers le point P. La courbure totale en M 
est infiniment voisine de la limite de la courbure totale en Q, obtenue 
par un deplacement suivant la courbe C qui passe a la position ac- 
tuelle du point M, et si cette limite varie elle-meme d'une maniere 
conlinue le long de Tarete, sa valeur en Q est infiniment voisine de sa 
valeur en P. 

En dcsignant par d^ un certain rapport infiniment petit, nous au- 
rons 

fLr ^IdO, dy-n dO, dz — KdO, 

et, en remarquant que sur Tarete de rebroussement y-^ est nul, 

da^ - da^ djc ''^ ^ da' Oy "^^ ^ da' dz "^^ ^ dd^ '^''' 

on a, de meme, en remarquant que, par hypothesc, ^ est nul sur cette 
arete, et en designant par rf^, rfyj, dZ, les variations de ^, yj, 'C produites 
par le changement de x, y, z, a en x -+- dx, y -h dy, z -hdz, a 4- da, 

/ (?^9 ^ (Po d'o ^\ , 

\dydx dy' dy dz J 

( d'^ ^ ()'? ^'©A^^ 



96 



X. STOUFF. 



Posons 



(i(^,Tn,C)=: -~^ 






(M) 



<^j^ (^;;' (/J- Oz 






doi' i) Y 



Vn 



(>x- c^/* ^ c/x dj Js ^ 



^^^('■^^^^^-£h^' 






r>r/ ) - 






K' 



2 



(?'9 



<^a () y Jz 



TO? -4- 2 



J' 9 



<iflr dz dx 



?; 



'2 



(?»9 



da O.r dy 



'm 

;^. 



I'equalion (lo) devient 

'"^C;, t}, C) = f|^(^,y], C)^^-h -JvC^-+- j-^^ -+- ^^-^'^(fiTn, C)^«. 

Mais on a, par un calcul facile. 



^ \ A Of] da Oz '2 



1 ^'? ^!9_ 
'2 JC Oa Of 



I <^9 (^cf, I ^9 d^i 
•2 <>/ 0^ 



0^ c^'9 
5/ Drt= 



^9 ^9\^ 

^z OzOa^Oy) ' 



par suite 






>-«T0 

On 



01 



riK^ 



0(s> 

I 

Ox 

I 

'2 C^; 



<^9 
I 0^ 



0^ 
Tz 

ol 
o: 



rie 



()9 
Ox 

()'9 



Oo 

'<$ 

I 

Oa- Oy 



(^9 

__ • 

da'' dz 



da. 
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Nous aurons done 



IP 

HIV 



Or* 
<)}' <).r 

« 

t)z ()JL- 



I 

O.r d y 

Oz dy 
'()v 



'(i(; 



:,r.,:)-:-- 



I 

<).r ()z 

dy dz 

Oz' 

Oz 

' ^? 
(Ir 

I i ()-T, 
I '^^■ 



Oj- 
Ty 

% 



do 
(hi 



(^9 



> (iO-{- ' rT, -H 



( 



O'o 

I 

da' ()j- 






Oa' dy 

(p 
dt) 



., d'-'o d'lj 

•: .' ^ Yi '■ 1- 4 — 

"' da- d.v da' dv d 



If^O 



".■t=y' 



d^ 
da' 



da 



do 
dz 

d^o 

(p 
di 



', da 



Jr (lis ([lie la fraction qui figun* dans l(» second niemhre est indi^pen- 

d^i 

dante dc la valeur de y En efFet, si Ton c^onsidere un point de TarcHe 

d(» rebroussement et les coordonnees x, v, z de ce point comme fbne- 
tions du parametre a^ definics par les e([uations ( i ), (u), ( 'j ), on 
obtient par des diflerentiations 

do d.v do dy do dz 
dx da ' dy da dz da 



(12) 



d' o dx 
da dx da 



d-p dy 



da dy da 
d^o dx f>"*9 dy 



^9_ dz_ 
da dz da ~ 

d^ o dz d'^ o 



da* dx da da' dy da da'dz da 



- -+• 



da' 



— o. 



dx 
da 



d^o 



"^ da' dx 



fi 



d^o 

d^_ 

~d'^ \ 

da- dy da' dz 



d'o 



et les valeurs analogues pour -.--> -^"• 

/4fin. tie I'Ec, Sormale. 3* Serie. Tome IX. — iMaks 1892. 



li 
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On on (leduit, apri's ([nohfncs simplifications. 



(»3) 






da ^ <P(j 



<Lv d , 
— — lo*'' 
da da ' '^ 



da' 



fi 



J 


1 - ''"^ 


i)a^-()v 


' ^Oa'-dz 




()^o 




t)a' 



ff o 






f>^C. 



^t)a^-t).r ' ';^/^Jv -r)//^/):; 



Tout le long do I'aivlo de rohroussenient, on a d'aillonrs, par iiypo- 

these, 

ri — o, 

(»t en diderentianl 



(i1) 



•'W/a' da' da) 






/i r/3\ 



1 



a./* ar az \ 
//r/ <Af ^/flf / 



<li d' 



. / dy \ fl(t 



. / d.v \ (ta- 
<)^ d' z 

ITx d^ 



^ da) 



- o. 



A Taide des valenrs (i 5), on trouvc 



(i5) 



dff d'-.r ^ fKi d\v 



<):^ fl- z 



^/ff.r\ da- ^i dv \ da- ^t dz \ da- 

'H.aT) 'Ada) '\.I7,) 



/)»o 



da' r fKf di (Kf 

, i)^:j d'o ^ ()^'j I ./dr. da ^1 f^y \ 

r^/- t).r t)ff- <)r ()a- <)z I V da I \ da ' 



{)Tf </r, (Y- 



I dv \ da 



i dz \ da I 



D'ailleurs 



(Hi) ^ -z - — '- '^'^ 

At:) 



Ory fV- 



)o d / r)'& \ 



•\ w ^^- \ da i)y ()y da\Oa<)z/ dz da\dady) 



\'i'>; 
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el, <'ii reinplnrant dans Ir second niembre de ('D^^' -/-' ^P^'* leiirs 
valeurs (i5), il vient 



d:^ 



"i Ta ) 



r/-.r 



(in'' 



dri 



-(1-) 



ci[y 
dp- 



d' o 



da' 



dff 



d^z 



. i dz \ da' 



<>•* o ^ d' 9 

da- d.r da* dy ^ da* dz 



r/ 



J9 
dj 

d*% 



da \ da 
dff 



d.r I 



dr^ 
d^' 

« 

d / _(Py 
da \ da d 

di 



)yl da\ 



dy 



<^) '^m 



d2 

dz 

(I I f>»9 



da \ da dz 

d--f 



d /' d i' d " 

et Tequation {\Y) donne alors, en remplaeant y , ~» ^" par leurs 
valeurs ( 12 ), 



d^o 



~ ... ^. i : '^'O d'O 



da* dr 










J9 


do do 






dx 


dr dz 


^da-dzl 


I ()'9 
■2 da" 


dff, 
d\ 


d^i <).f, 
df, d^ 






di 


d^ d^ 






01 


dfi <}; 




do 
d-f 


do 
dr 

• 


09 

dz 


^ dn^ dz .1 


d'<J 
da* d-v 


(p d^<^ 
da* dy da* dz 




dr* 


d:i 


dff 




dl 


dn 


dK 



i^ o. 



(Vest precisement la condition pour que la fraction qui figure dans 

I expression de ^^^^7 soit mdepcndante de -j-- 

Parmi les surfaces les plus interessantes qui presentent une arete de 
rebroussement, sont les surfaces des centres de courbure des surfaces 
minima; les deux nappes de la surface qui aboutissent a cette arete 
sont applicables Tune sur Tautre. On sait d'ailleurs que ces surfaces 
sont toutes applicables sur la surface de revolution engendree par la 
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developpee d'une chalnett(». Tout le long de Tarele de rebroussement, 
la courbure totale roste finio, de sorto (|ue ces surfacos presentont 
notro cas d'exception principal, vt le plan osculatoiir de I'arete do 
rebroussemenl est aiissi le plan lanjjcMil de rebroiissenM»nt {* ). 



(*) Comparer la note c\v I'aulour {.^nnales de Grcnohle: iK^oj. fair aussi, siir ces 
surfares, iin arliclo ric M. Hazzabnni (Journal de B(fttn^lini ; iS<)o). 
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1. Les equations canoniques que nous avons introduites dans le 
paragraphe precedent sont commodes pour certains calculs, parce 
que Irois termes sont nuls dans le coefficient differentiel. Mais elles 
presentent plusieurs desavantages : une infinite de ces formes re- 
duites correspondent a la meme classe d'equations 

Les invariants qu'elles definissent dependent de deux constanles 
arbitraires, introduites par les deux quadratures qui figurent dans la 
substitution 

Supposons, par exemple, qu'on eludic une propriete qui suit carac- 
teristique d'une classe d'equations (t). L'cquation canonique de cette 
classe depend de deuxconstantes arbilraires Bo et A, et cetle propriete 
se traduit par des relations differentielles enlre les I, J, X, dont Tin- 
tegrale generale comporle ces deux constantes. C'esl ainsi (pour 
fixer les idees) qu*une infinite d'equations de la forme 

appartienncnt ii la moine classe, a savoir les equations 
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Uno propricHe, caracteristique d'une classe de ces equations, se tra- 
(Inira done par une relation 

j etant line function deterniinee, ou enroro par une equati(m difFe- 
rentielle 

Otte equation est d'une fornne particuliere; elle reste inalteree si 
Ton sul)stitu(^ ..- a Y et (BiiX -f-A) a X. Or, les expressions -p-> -p- 
gardent la menie valeur dans cette substitution; posons done 

J' _ J' J' _ 

j5 - ''• jr - *•' 

et exprinions J' et J" en u et r dans (i); la relation resolue par rap- 
port a c devient 

r = F(//, J): 

elle doit rester la ineine si Ton chanj^e J en BJJ; par suite, F est inde- 
pendant de J, et la relation (3) s'ecrit 



'-^-Tt.-) 



Si Ton pose J'^ — r, J' = /, Tequation ('V), comme le reniarque 
M. Appell, s'inteji^re par quadratures. On pent poser encore ™ =//; 
il vient 



ii 



J'J" J'3 

Les quantites -y^-j '^> sont elles-memes des invariants des equa- 
tions de la classe, et s'expriment sans constanteni quadrature a Taide 
des coefficients d(i ces equations. La propriete caracteristique de la 
classe se traduit par une relation en termes finis entre ces deux inva- 
riants. Cette relation connue, Tequalion canonique s'obtient par deux 
quadratures. 
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N'est-il p«is possible do trouver des formes reduites oil n'inter- 
viennent que des quantites telles que ces deux derniers invariants, 
(|ui ne component, par consequent, ni constantes ni integrations? II 
suttit pour cela de definir des equations canoniques telles que la re- 
durtion d'une equation donnee a la forme canonique ne se puisse 
effectuerque d'une seule fa^on (ou d'un nomhre fini de faQons). Les 
equations canoniques d'une classe donnee seront, par le fait menie, 
en nombre tini : la reduction s'operera algcbriquem^^nt. 

Ces nouvelles formes reduites presenleront un autre avantage. Quand 
on a reconnu qu'une des equations canoniques inlroduites plus haiit 
jouit d'une certaine propriele, par exempl(» est integrable, on ne pent 
revenir a I'equation primitive (i) que par deux quadratures, qui sou- 
vent sont inutiles et s'eliminent dans le calcul. Par exemple, nous 
avons montre que les e(|uations (i), qui admettent un groupe continu 
de substitutions (2), se ramenent, par deux quadratures, a une equa- 
tion a coefficients constants. Leur integration semble done entralner 
trois quadratures; en realite, deux suflisent dans tons les cas, comme 
nous le verrons plus loin. 

De meme, cherchons a reconnaitre sur une equation canonique ("> ), 
si I'integrale generale n'admet que n valeurs autour des points cri- 
tiques mobiles. Quand il en est ainsi, Tequation se ramene a une equa- 
tion de Riccati. Mais, si nous repassons a Tequation (i) primitive, 
nousobtenons les coefficients de Tequation de Riccati correspondante 
a Taide de deux quadratures. Or, nous savons que ces coefficients se 
calculent algebriquement. Ces exemples suffisent a mettreen evidence 
la necessite d'eliminer ces quadratures parasites et justifient I'intro- 
duction des nouvelles formes canoniques. 

De telles formes se peuvent definir dune infinite de manieres. Nous 
cboisirons la suivante, dont Tutilite apparaitra quand nous traiterons 
les problemes que nous avons en vue dans ce Cbapitre. 

Ainsi que nous I'avons deja remarque, si les deux equations 

iu ,.._'M .>',(•<) J 
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sont (le la memo classe, les valeurs dc v et de /, qui rendent inli- 
iiics -^ et ~^> se correspondent par la substitution 

(^ette substitution conserve le nombre et la multiplicite des racines 

des equations Q == o, Q, = o. Dans le cas particulier oil — j est une 

racine d'ordre X de Q,, une racine de Q d'ordre de X est infinie : Q est 
de degre v — X — 2. 

Oci pose, nous decomposerons les equations (i) en trois groupes : 

Premier groupe, — Le denominateur Q, de degre v — 2, a au moins 
trois racines distinctes. 

Servons-nous de la transformation 

_ //(./•)¥ + //, 
•'^"" /.•(^■)Y-h/M' 

de fac;on que les valeurs de Y qui correspondent a trois racines a, a,, 
CL., de Qsoient trois constantes arbitrairement cboisies, oc, o et i, par 
exemple. 11 suffit pour cela de faire 

A 3£, — (Xj 

Nous cboisissons pour a, a,, a^ les trois racines d'ordre de multipli- 
cite le pluselevc 

L'equation (1) devienl 

^/Y _ Y^-4-CvY'^-'4-...-hCo 

(iv ~ ^^^ Y^(Y- i)>«^(Y^v-);->.,->;-f)_^.; . .^.y^YM-. . .-hyo)' 

Supposons d'abord que tous les r^, yy ne soient pas des constantes, et 
soit C(j?) la premiere des quantites 
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<|ui (leponde do .r. En posant (^-t) = X, on ramene Tequalion a nnr 
(les formes 



( i) ' on 



Les K, L sont des constantes, les P, J, I dos fonctions de X. Tons 
CCS coefficients, ainsi que X = C(^), s'expriment algebriquement a 

Taidc des rt,, ay, -^t' •• et sont aulani d'invariants de Tequation (i). 

Pour que deux equations soient de la meme classe, il faul et il suflit 
qu'elles soient reductil)les a la meme forme ( f ). Si Ton veut encore, il 
faut et il suffit qu'il exisle une fonclion x = rf(.T^) salisfaisant aux 
identites obtenues en egalant les invariants de (i) et de(i'), invariants 
mis en evidence sur {'equation (4). Dans le cas oil 'k = 'k^=:'k., = i, ces 
invariants sont au nombre de 2v — /§, d'ou 2v — 4 identites. Si A, A,, 
Aa sont quelconques, il faut joindrea ces ('2v — i — A — A, — X^) con- 
ditions les (a H- A, H-Xa — 3) conditions qui exprimcnt que Q, a, 
romme Q, trois racines d'ordre X, A,, \ respectivement. 

La reduction a la forme (/j) n'est evidemment possible que d'un 
nombre fini de manieres. Si m designe Ic nombre des combinaisons 
de trois racines de Q, a,, a^^, a/, tclles que a, soit d'ordre X, ol,, d'ordre 
A,, a/d'ordre A^, a la classe d'equations (i) consideree correspondent 
m equations canoniques (4). Les invariants (K, L, I, J, P, X) sont 

des fonctions algebriques a w valeurs des a,, olj, -t-\ — Ce sont les 

racines d'une equation dedegre m, dont les coefficients dependent ra- 

tionnellement des a;, ol:, ~^ •••» et definissent les invariants absolus 

de Tequation (i). 

C'est ainsi, par exemple, que les equations 

Aitn,de V Kc. SormaU. 3*Seri«». Tome IX. — Avril iScja. 1 .4 
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se ramoncnt it dcs equations de la forme 

'A „,^,Y'+\Y' + .l,Y'-f-J,Y'-(-J,Y-i-J. 



on 



^^^-.1»(X) Y(V-i) 



;/X ■" ^ ' Y(Y -I) 



— » 



oil onfin 



./X ^^" " Y(Y-i) • 



Les coefficients de ces equations se calculent aisement a Taide ties 
n,, oLj. A une elasse de telles equations correspondent six formes 
reduites (\). 

Les equations (^i) ne sauraient admettre de groupe continu de trans- 
formation (2); autrement la reduction de (i) a une forme (\) sVlfec- 
luerait d'une infinite de manieres. 

Mais ceite reduction suppose que dans Tequation en Y et x les coef- 
ficienls r,, yy nc soient pas tons constants. Si Ton se trouve dans ce 
cas exceptionnel, en posant 

on ramene I'equation a avoir ses coefficients constants. 

Ceci nous montre que Tequalion (1) admetalors un groupe continu 
de substitutions (2), et, de plus, qu'elle s'integre a Taide de deux 
quadratures portant respectivement sur une fonction de x etune func- 
tion de Y. 

Deuxieme groupe. — Le denominateur Q| v, (jo)\ n'a que deux ra- 
cines dislinctes 

/- , Hr/ w ^'^- ^ ''• = - '' - ■'" '•^ = ''')- 



En posant 



r = -— » 



.>i-^-' 
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on ramene Tequation a la suivante 

; 1 — - — "^\^ ) " % " > 

./ I J I 

c^ (»sl (liHerent de zero. Faisons ensuite 

o{ delerfiiiiions A do fagon que, dans la nouvellc* equation, lo coerii- 
<*ienl de Y^ soit egal au tenne constant du nnmerateur; il sufiil pour 
rela (juc 

A^=: Cq. 

l/equalion ainsi obtenue s'ecrit 

d\' v/ ,(Y''-f-l)v_,Y^-»4-...H-I),^ -t-i^ 
{fa ^ ^ Y^ 

Soit (^(j:^) le premier des coefticionts 
(jui depende de x. Si Ton fait X = C(.r ), il viont 



^\ "" ^ ' Y'-. 



- — — - > 



les K designant des constantes, les J des fonctions de X. (les (|uantites, 
ainsi que P et X(j;), sont des invariants de (t ). 
C'est ainsi que Tequation 






se ramene a Tune des e(|uations 

^'Y _ p .,. \^H-\Y -hJ,Y'-+-,I,Y4-i 

on 

on (Mitin 

^^Y ,,,v Y'-i-KaY^^-KsY +\Y4^i 
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I)(» memc, requalion 

(•orrf»s|)on<lra ii I'line des formes canoniquos 

i^^p ^ (Y^-^\Y*^.^Y^-^..-.I,^ - I) 



oil 



./\ ~ ' V 






on enfin 






Olti* reduction n'est possible toutefois, ronime la preredentc, qnr 

si les coefticionts D/(x), qui figurcnt dans Tequalion «»n ^ » wo sont 

|)as tons constants. Si cetle circonstance so presente, une qua<lratnre 
raniene Tequation (i) a une equation dont les coefficients sont con- 
slants. I/e(|ualion {i) s'integre ainsi a Taide de deux quadratures. En 
dehors de ce cas, Tequation (i) ne saurait admettre un groupe continu 
de substitutions (2). 

3" Troisienie groupe. — Le denonninaleur n'a c|u'une racine distincte 
(cette racine est alors multiple d'ordre v — 2) 

, P|v, {.Dj 
V'rr- — . 

(v — a.r'"* 

En posant 



il vient 



I 

y =1 X -i- 



V . — I. y w ^^ Cy \ tt ,... ~T^ t . ( 



Faisons ensuite 
et detcrminons A de fa^on que le coefticieiU de (* ^ soit nul dans 
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i\'M|iia(i()n on /; il suffit pour (*ela que 

 — " > 

Vfv 

aloi's 

Posons rncore 

/ = HV, 

B elant clioisi de facon que le coeflicicnt do Y' dans la nouvelle equa- 
tion soil ej^al au coefficient do V; il suffit de prendre 

a moins (|uc / ne soit egal a i, auquel cas H doit verifier Tej^alite* 

Faisons i egal au plus petit des indices autrvs que i, pour lesquels 
cfi n'est pas nul. L'equation est ainsi reduile a unc des formes 

^ = N(.r) ( Y^-h l)v-,Y^-*-f-. . . -H 1), Y -h n 

{('}) \ oil 

^ - N(.r) (^v.^ |)v-sV^-'-+-. . . H- V'-f- 1), Y ). 
ax 

(A»ci su|)pose que Tequation en / n'apparlient pas a la elasse 

(]ette derniere equation s'integre, comine on sait, a faide de deux qua- 
dratures, effectuces successivement sur des functions de ,r. Kile adinet 
un groupc continu de substitutions (2 ). 

Laissons de cote ce cas particulier et revenons aux equations ((> ). 
Si tons les coefficients Dy sont des constantes, Tequation se rainene 
comme precedenunent a une equation dont les coeftieients sont eon- 
stants. Sinon, soit C(ir) le premier des coefficients 

■'V — 1» I'v— 3» • • •» I'll 
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(jui depende de .z\ Kn faisant \=C(x), requation (i) so trouvc 
rainenee a la forme canoniqno 

/v 
on 

oil eiifiii 

jJV:^l>(\)(Y''-hKv-2Y'' -=-+-... -hK^.^Y'^'H- Y'-hXY). 

LesK, J, I\ X(.r ) s()nld(»sinvariants; lesKd('?signentdosconstaiites. 
Par cxomple, reqiiaiion 

^,_ r7, v^-h(y,r--^... 4-^ 

correspond ii la forme canonique 

(S) '% : 1>(\)(Y^+\V^,), 

a moins loutefois qu'elle rrapparlienne aux types cxceptionnels 

[ '^ .-^-. N(.r)(V3 hKY-m), 
I '/I - Nu/'XY^-r-^AY) 

< K desij^ne une eonslanle, r/, line fonelion dr ,r). 
i^omparons cv.9, eqnations ii la forme rednile 

(f\\ ... , _ 



//\ 



Kn se servant de Texpressinn de J,, donnee an paragraphe precedent, 
on trouve aussilol 

\,r: I ^/\.V{\)C  

t  
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nt inversement, en passant de (8) a (9), 

\ — — - r J * 






(lomme nous Tavons remarque, -/r-, 'Yr sont des invariants absolus 

J, Jj 

(le (8) qui s'exprinient algebriquement a Taide des a,, bj, y-'» — Le 

premier type exceptionnel (8') correspond au cas oil J, est, soil con- 

_. =1 
stant (mais diflcrent de zero), soil egal a (BoX,-i-A) "; le second 

type (8') correspondra au cas oil J est nul. 

De meme, Tequation la plus generale, telle que 

se ramene a Tequation canoniquc 

^^-I>(\)(Y^-hXY«-f-JY -hi) 



ou 



d\ 



= P(\)(Y^4-KY^-hXY-+-i), 



cMi laissant de cote les types exceptionnels. 

Remarquons que les formes de reduction (7) conviennent aux equa- 
tions des deux premiers groupes, et les formes (5) aux equations du 
premier. 

Les observations faites au sujet des coefficients invariants des e(|ua- 
tions (4) s'appliquent aux equations (5) et (7). II scrait facile, d'ail- 
leurs, d'introduire d'autres formes canoniques oil figureraient seule- 

inent des invariants absolus, fonctions rationnelles des «,, A., -y - 

Mais ces equations seraient peu avantageuses pour le calcul. 

Les equations (7), pas plus que les equations (5) et (4 )♦ iie sau- 
raient admettre un groupe con tin u de transformations (2). 

En definitive, nous venons de mettre en evidence des formes reduites 
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<les equations (i), tellos que les equations canoniques d'une meme 
riasse soient en nombre limite. 

Les substitutions (2) qui pormettent de ramener une equation (i) 
ii sa forme reduite sont egalcmenl en nombre limite, et s'obtiennent 
algcbriquement. Les seules equations (1), pour lesquelles il n'existe 
pasdc pareilles formes canoniques, sont celles qui admettentun groupe 
continu de sul)stitulions (2). Une telle substitution, qu'on determine 
algebriquement, ramene alors Tequation a un des types 

^-=>(.r)R(Y), ^l^N(^)Vv^.p(.r)V. 

Dans le premier cas, Tequation s'integre a Taide de deux quadratures, 
porlant respeclivement sur deux fonctions de ^r et de Y. Dans le second 
cas, elle s'integre a I'aide de deux quadratures successives effectuees 
sur des fonclions de x, L'equation de Riccali fait exception a ce theo- 
rem e. 

Nous appellerons formes canoniques ou reduites de premiere espece, 
les formes introduites au n" 2, ai/ormes de seconde espece celles dont 
nous venous de parler. 

On pent se servir bien aiscment de ces dernieres pour mettre en evi- 
dence des cas d'integrabilite des equations (i). Je me borne a indiquer 
ici la nature generale des questions qu'on se trouve amene ainsi a 
resoudre. 

Nous laissons de cole les equations admettant un groupe continu de 
substitutions (2), equations que nous savons inlegrer, et nous cher- 
cbons a determiner si Ton pent passer, a Taide d'une substitution 

r — -.-] -- {- >-■ > x — o{.i\). 



<rune equation (1) donnee 






a une equation ( i) 



^:^,;-R.[v..(x.)] 



qui jouit de certaines proprietes, par exemple est integrable. 
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On reconnait toujours s'il en est ainsi a Taide d'operations purement 
algebriqnos; mais le calcul des substitutions (2) elles-memes est de 
nature differente suivant les circonstances. Tout d'abord, si Tequa- 
tion (i)' est elle-meme nunieriquement donnee, 11 n'cxiste qu'un 
nombre fini de substitutions (2) et elles s'obtiennent algebriquoment. 
De meme, si les coefficients de (i)' dependent explicitement de con- 
stantes, il suftit de ramener (i) et (i)' a la forme canonique et de 
verifier si les deux equations coincident pour un cboix convenable 
des constantes. 

Mais dans rhypotbese la plus generate, les al, bj satisfont a cer- 
taines relations, differentielles ou non, qui definissent les a/, hj a 
Taide de fonctions et de constantes arbitraires. La reduction de (i)' a 
la forme canonique presentc alors des difficultes en ce qui concerne 
le changement de la variable x^ en X,. Mais il est toujours aise de 
ramener les equations (i)' par une substitution 

/»(x,)Y^-i-/^,(.r,) 
^' ^'(^i)Yi-f-/:i(a-i) 

a une forme qui se deduit de la forme canonique par le seul change- 
ment de X| en x^ : 

(«) ^=p[Yi,(^i)]. 

Supposons done les equations (i)' donnees sous cette forme, et redui- 
sons (i) a Tequation canonique 

(?) ^ = R[Y,(X)]. 

Pour que (^) soit de la meme classe qu'une equation (a), il faut et il 
suffit qu'il existe une fonction 

x = 4'(^i) 

telle que la substitution de a?, a X ftisse coincider Tequation (P) avec 
une des equations (a). Si les equations (a) qui appartiennent a la 
meme classe sonten nombre limitc, il ne saurait exister qu'un nombre 
limile de fonctions ']f(x^) et elles se determinent algebriquement. 
Mais il est possible qu'une infinite d'equations (a) soient de la 
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meme classe. Ccs equations sc deduiscnt d'une meme equation cano- 
nique par le changemont de X, en x^ 

v}^, est une fonction arbitraire ou satisfait a une relation differentielle 
plus ou moins compliquee. Dans le premier cas, Tequation (^) doit 
coincider avec une des equations (a); dans le second, X = ]/(j:,) 
est rintegralc dune equation difierentielle. 

Pour eclaircir cette difficulte par un exemple, prenons pour equa- 
tions (i)' toutes les equations 

dont les coefficients satisfont a la relation 

\ 

I ~ — (jr\-h I)xJ-hi). 

Ces equations, qui se trouvent mises sous la forme (fl), se ramenent, 
par le cliangement de la fonction Y^= z, a une equation de Riccati, 
et comme elles admetlent Tintcgrale particuiiere Y = ^,, elles s'in- 
legrent par quadratures. Pour qu'une equation (i) soit de la meme 
classe qu'une des equations (y), il faut d'abord que, une fois reduite, 
<dle s'ecrive 

I^lffectuons alors le cliangement de variable X = 'K*^«)' *' vient 

si cette equation coincide avec une des equations (y), on a 

^y^ 3=: — — [.r; -+- J( X) xj -h i], 

c'est-a-dirc que .i\ (\) doit etre une integrale de (o). 

Nous voyons, en somme, que le calcul des substitutions (2) ne pre- 
sente de difficultes que dans le cas ou une infinite d'equations (P), 
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dependant do 9 constantesarbitraires, apparticnnent a la menieclasse. 
La recherche de la fonction ^,(X) pent alors depcndre de I'integra- 
tion d'une equation diflerentielle d'ordre q. Mais cette singularite ne 
se rencontre guere dans les exeniples qui s'offrent naturellement. 

5. Avant de revenir a la question qui nous a conduits a cette elude, 
j'etendrai en quelques mots la theorie prccedente aux equations (jui 
ne sont pas resolues par rapport aj'. 

Suit une relation algebrique quelconque entre r et v' 

Les Mo, M^ , . . . , M^ sont des polynomes en y de degre /Wo» '^^ » • • • » ^^,j 
et dependent de*r d'une fagon quelconque. ElVectuons sur cetle equa- 
tion une substitution (2) 

Tequation devient 

(0' ^\[7l,(•^l)]7V'^-^^-l[JM(•>Cl)].r7"'^-•••-^-^'v-i7[7l»{•^l)]=o» 

les N/ designant des polynomes de degre i en/,, et v le plus grand des 

nombres /Wo, (/w, 4- 2), (/W2-l-4)» •• •• {^q-^ ^l)- 

On pent definir pour ces equations, et de bien des manieres, des 
formes reduites analogues a celles que nous avons deja etudiees dans 
le cas de y = I : soit, par exemple, en cherchant a annuler trois 
termes de (1)' convenablement choisis, comme au n"^ 2, soit en assujet- 
tissant les equations canoniques a des conditions qui les determinent, 
pour chaque classe, en nombre fini, comme au n*" 4. Je me borne a 
dire un mot de ces dernieres formes, et a etendre aux equations du 
premier ordre les plus generales les theoremes etablis tout a Theure 
sur les equations qui admettcnt un groupe continu de substitu- 
tions (2). 

Les points singuliers de la fonction j'[j, (r)] sont les points 
y =: ol{x) oil jk' est infinie, et les points j = ?(«i') ^" deux valeurs de 
y' se confondent. Soit 

F[ V, (.r)]izio, CiL V, C^-)] — «J 
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les deux equations qui delormincnt respectivement les valeurs ol(x)^ 
^(j:), pour rcquation (i) ramenee a sa forme la plus generale (i)'. Si 
Ton cffectue dans (i) uno substitution (2), les valeurs singulieres a,, 
^, de la nouvelle equation correspondent paries formules(2) auxa, p. 
La substitution (2) conserve le nombre et Tordre de multiplicite des 
racines do F et de G. Pour certaines transformations, une des quantites 
a,, p^ peutdevenir infinie. 

Ceei pose, considerons d'abord les equations (i) tellesquc trois au 
nioins des valeurs a, ^ soient distinctes. Disposons de la transforma- 
tion 

/*(.r)Y-4-/*,(.r) 

de manierc que les valeurs Y = x>, Y = o, Y = i correspondent aux 
valeurs V = a, y =-- b, y -- c. Nous designons par a, i, c les trois ra- 
cines de F et G d'ordrcde multiplicite le plus eleve. L'equation devient 
ainsi 

Si les rapports des coefficients de cbaque polynonie 11/ ne sont pas in- 
dependanls de x\ en egalant un de ces rapports a X, nous sommes 
conduits a une forme canonique qui repond aux conditions exigees. 
Si tons ces rapporls sont constants, ecrivons Tcquation ainsi : 

/vnf y/ IV. j^ f^^iy-' ^ Ho(Y) _ , 

Les K| sont des polynomes en Y dont le terme de degre le plus eleve 
a pour coefficient Tunite; les Ny sont des fonctions de a\ Si je pose 

(3) ^^-X, 

le cbangement de x en X ramene Tequation a une forme canonique 
invariante. Ceci suppose toutefois que les rapports (3) nc soient pas 
tous constants. 

Au cas conlrairo, on a 
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Le changement de variable 



^•^ :=./\ 



A (a-) 



ramonc I'equation a une equation dont les coefficients sont indepen- 
dants de X. 

Passons an cas oil le nombre des valeiirs a, fl distinctes sc rediiit 
a 2. II ne saurait se reduire davantage, car la Ibnction nuiltiforme 
v'l V, (-r)), definie par la relation irreductible (i), possede au moins 
deux points critiques ^,, ^.,, La transformation 

ramene Tequation a une autre, oil la fonction z'\z^ (j?)] n'a comine 
points singuliers que z — o et z:=zc. Nous disposons encore de la 
transformation 

D'ailleurs, z' se developpe suivant les puissances de 5*, k etant un 
entier. Si Ton pose 

il vient 



C* _ M, 




(ill <■„*/"-¥■ t'«_|W''-*H 


- . . . -H Co 


rh: u"'' 


• » 



car ^7- ne saurait devenir infini pour d'autres valeurs que 1/ = o, 

II = oc. 11 est permis d'ailleurs de supposer rn <C^n — 2, sinon on chan- 

gerait u en • Nous retrouvons ainsi une des equations du second 

groupeoudu troisiemegroupe, etudiees dans le paragraphe precedent. 
I'ne transformation 

la rend canonique, a moins qu'elle ne se ramene a une equation a 
coefficients constants ou qu'elle ne soit de la forme 



I l8 p. PA!NLEVE. 

La fonction z subil la transformation correspondantc 

Z :=. B^ Y, 

^— ?(X), 

et Tequation (i) est ainsi reduitc a une equation canoniquo, les cas 
exceptes ou elle se ramenc soit a unc equation dont les coefficients 
sont constants, soil a une equation 

a; 

Z —— \aZ ~T~ 19 Z m 

Pour (ionner un exemple de tolles reductions, considerons les equa- 
tions 

II n'existe pas de valeurs v = a rendant^^' infini. 
L'equation, resolue par rapport a v', s'ecrit 



/'=— (*:fi/*H- ^,.r-+- rto) dz v'lUi: J, i^')]. 

Placons-nous dans le cas le plus general, oii les quatre racines de R4 
sont distinctes, et oil le module du radical depend de x. \j\\^ forme 
canoni(fue de Tequation sera 

^ -^ _ ( A,Y*-i- A, Y + Ao) ± vAmT^') VTY - .H V^ V). 

Les A2, A,, Ao, P, X sont des invariants. 

Nous venons de mettre ainsi en evidence des formes reduitcsdes 
equations (1) algehriques enj' et j; mais les procedes que nous avons 
employes s'etendent sans peine a toutes les equations du premier 
ordre. Soit 

une equation du premier ordre, oil F designe une fonction analytique 
quelconque de r. Representons par ol{x) les valeurs de v qui rendenl 
y' infini ou indetermine. S'il existe trois valeurs a distinctes, on se serl 

• 

de la transformation 

//Y4- /?, 
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pour rendre ces valeurs egales a oc, o et i. On developpe alors -r- 
suivant los puissances do Y — ¥„, Yo etant un point regulior de -j-^ 

Quand tous les Cy ne sont pas constants, on pose, comme plus haut, 

sinon Tequation se ramene a avoir ses coefficients constants. 

Admettons maintenant qu'il n'existe que deux valeurs a distinctes, 
a,, a^. La transformation 

3C| -3 -4- OCj 



y 



z 4-1 



rend Tune de ces valeurs nulle, I'autre infinie. On dispose encore de la 
substitution 

(4) czizAY, .f = 9(X). 

D'autre part, faisons z = e*"; ii vient 



ou bien 



ffZ (ill r y vT 

dx dx ' •- » V /J 



-T =/["> (^)]~Co-hC, M -hCjW^H-. . ., 



p et/ designant deux fonctions bolomorphes de //. 

Ajoutons qu'a la transformation (4) correspond la suivante 

// = i; H-L.A^U -4-B, .r-.-9(X). 

Disposons de B de maniere que, dans le developpement de -7- 

dx 
(' . 

le rapport -^ soitegal a une quantite arbitraire donnee. II faut, pour 
cela, que 
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si/'et/"clesignont les derivees ^-^. ^, ou Ton faita = B. La quan- 
tite B une Ibis detcrminee, on ecrit 

dx 

ot Ton pose 

\)j{x)-\. 

L'equation on z se trouve ramenee ainsi, par la substitution 

a une forme canonique, en exceptant le cas parliculier oil elle corres- 
pond a une equation dont les coefficients sont constants. 

Remarquons toutefois qu'on ne pent calculer B comrae nous Tavons 

fait que si tttttt est fonction de B. Qu'arrive-t-il quand 

Tout d'abord, si y = ^' Tequation en u est une equation lineaire; 
sinon on trouve 

^o» ^» T dependant de x, L'equation en z correspondante est alors 

dz 



dx 



— d^z^ dzn-^^ ^—d^z-\- d^ z^. 



Si ne depend pas de .r, riMjuation s'integre par quadratures. Au 
cas contraire, on pose o = X, et I'on dispose ensuito de A de fa^on que 
le coefficient do Y^ dans Tequation reduite soit I'unite, autrement dit 
que Ton ait 

On pent, a I'aide d'une quadrature, ramoner la meme equation a la 
suivante 
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et, a l*ai(le dc deux quadratures, a la suivante 

^ _ YQ(X) 

Ces divcrses formes mettent en evidence des cas d'integration. 

Pour terminer, il nous reste a examiner le cas oil la fonction 
y = Y[y, (x)] n'admet qu'un point singulier a. La transformation 

I 
le rejette a I'infini. Nous disposons encore de la substitution 

Laissons d'abord ^ = X, et developpons I'equation en Y 
A dY d\ d\\ 

^ I 1.2 

:= Co-h C, Y 4- C,Y=-^ C,Y'4-. . .; 

p representeune fonction holomorphede 2~ AY-hB; p'(li), p\h), ... 
ses derivees par rapport a :; oil Ton fait ^ = B. Determinons B de fa^on 
a annuler le coefficient Cj de Y-; il faut pour cela que 

Ceci exige que p" ne soit pas independant de :; (Tequation serait alors 
une equation de Riccali), et aussi que p" ne soit pas egal a e^, g etant 

une fonction holomorphe de z. Si cette circonstance se presente, 

C C . ' 
on dispose de B de faQon que -p— soit egal a une constante donnee, 

CO qui exige que 



t ^iv 



ou encore que 






IT' 



-■* 
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11 n'y a crexception que si — ^ :=o,, d, ne dependant que de x. Si 

0^ n'est pas nul, ^= ~h{mz -h n)\ mais, par Iiypothese, g est holo- 

morphe. Le seul cas cxeeptionnel est done celui oil S, est nul. Nous le 
traiterons dans un instant. Dans le eas general, une fois B calcule, on 
assujettit A a la condition que le rapport des cdelficients de Y' et Y^, 

dans le developpement de -j-y soit egal a Tunite. Quand Tequation 

en ^ = 5 — B n'est pas de la forme 

la valeur de A se calcule sans quadrature, en prenant / ety differents 
de I. La reduction s*aclieve des lors sans difficulte en egalant a X le 
rapport des coefficients de Y'', Y^', a inoins que tons ces rapports ne 
soicnt constants. 

Revenons au cas oil Tequation en z s'ecrit 

dz . 

— =z m -h nz -t- pc*"" 

[c'est le cas oil o^ = g''(z)^^o]. On fait 



il vient alors 



On pose ensuite 



A-' 



ax 



/ = Y 4- B, 
et on assujettit B a la condition 

A. 

e^d 

par suite 



= i; 



^^ =J)(e'-h^-t-Do); 



on fait alors Do — X, a moins que D^ ne soit constant. Si d^ — o, B ne 
pent se calculer ainsi, mais {'equation 






se ramene a une equation lineaire en posant u = e'. 
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En detinitive, soil 

uue equation du premier ordre, oil F rcpresonte une fonction analy- 
tique qnelconque de v el .r. Nous venous d'indiquer une metliode 
pour ramencr, a Taide d'une suhsliUition (2), cede equation a des 
formes canoniques, c*est-a-dire a des formes donl un nomhre limite 
sculement appartiennent a la meme classe. 

Les seules e({ualions qui ne soient pas suseeptihies d'une telle re- 
duction sont celles qui admettent un groupc continu de substitu- 
tions (2). Ces dernieres correspondent toutes, par une transforma* 
tion (2), a des equations a coefficients constants. La seule equation 
de Riccati mise a part, elles se ramenent, sans quadratures, a Tune 
des formes 

'JV=M(\)N(Y), 



(t: 



- . :_ AY 4- BY* 

(l\ 

et, par suite, s'integrenl a Taide de deux quadratures (*). 

(5. Nous allons appliquer maintenant c(»s proprietes de la transfor- 
mation (2) a la recherche des cas oil Tintegrale de Tequalion 

^'^ ./^■-'^^^^'^■'^' ■"QL>s(^')l 

ne prend que n valeurs autour des points critiques mobiles. 
Quelle modification apporle dans rinte;.n*ale la substitution 

(2) \ z^ --^ — - '-- 7- , .r=-o(.r,). 



(*) La m^mo m(^tho(lc s'appliquc a la recherche des equations (i'ordrc siiporicur qu'ad- 
mcttcnt un groupe continu de Iransforniations de la forme y — >'-^ r^.» -^ -- C'(^i ), l<^ 

A) I -T- Aj 

groupe dependant d'une ou plusieurs conslanles arbilraires. Mais c'esl la un point que jo 
mo reserve de d6velopper aillcurs. 
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L'integrale est definie par une relation 

(3) =r-H (««-,//-+- Pn-,)/"-*-*-. . . 

' H-y/V'-+-...-H(aiy,-hj3i)/-T-aoy/H-|3o=o, 

Y, verifiant Tequation 

Apres la substitution, elle devient 

4- yf (^^Vi -+- /'i)'(^i'yi -+- ^i)'*"' -H • • • -+- (aoy* -+- j3o) ( A-/, -h A|)''== o, 
ou encore 

les gi etant des fonctions de a:,. On voit que ^/ se calcule en fonction 
de 7/ par les formules 



Ay/4-B 



par exemple, si i= o, 






A" 4- ^(„_n//"-'A- 4-. . .-f- (3//A"'*-»4- yo(a„-i/i"-*X: -r a;,_j/r*-*A- 4-. . .4- A" ) 



quand on remplace x par o{x^ ). 

Ceci etant, on peut disposer de la substitution (2) soit pour siinpli- 
fier I'equation (1), soit pour simplifier a priori la forme de Tequa- 
tion (3). La remarque suivante permet d'introduire des substitu- 
tions (2) qui contribuent en menie temps a ce double resultat. 

Pour fixer les idees, faisons i= o dans I'equation (3). Elle devient 

j« -r (a«_,yo4- ;3„_,)/'*-*4- (3c„_r/o4- ;3„_,) v"-*4-. . .4-(a,yo4- P,) V 4- yo= o, 

avec 

y;.=iMy;4-Nyo4-P, 

ou encore 

_. /(.r)4-C9(>r) 

(C designe une conslante). 
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Admettons que le denominateur Q de (i) ait une racine r = o 
d'ordrc X : quand une valeury d'une integrale s'annulc, X autros va- 
leurs de la meme Integrale s'annulent en meme temps. Si done, pour 
or = a-Q, y^ s*annule, 

, . /(.ro)4-C9(^o) _ 

Ti» Y2» •••» Tx s'annulent par le fait meme, e'est-a-dire que P,(ir„), 
PaC^o)' •••♦ P>(*^o) sont nuls quel que soit a?o, done nuls identique- 
ment. On voit aussitot que ceci subsiste dans le cas particulier oii y© 
ne depend pas de C. 

De meme, quand Q a une racine iniinie d'ordre X (autrement dit 
quand le degre de Q est inferieur de X -h 2 unites au degre de P), les 

coefficients a^,,.,, oLn-2^ • • • » '^^n-x sont nuls : "(n-t^ Y/i-2> • • • » Y(«-> ^^^^^ 
independants de la constante d'integration. 

Plus generalement, soit j = a une racine d'ordre X de Q. Ecrivons 
Tequalion (3) ainsi 

-r ?iY -h yo(a/,-i7'-* -+- a«_,7'»-*4- . . . 4- a,/ -f- 1) = H(y) h- yoK(y) = o. 

La racine J = a doit etre racine d'ordre (Xh-i) de cctte equation, 
quel que soit y^. 11 faut et il suffit pour ccia que 

H(g) ___ H^(^) _ H"(^) _ _ HM^) 
K(a) - K'(a) ~ K'' (a) kH^)' 

• 

H'(a), K'(a) designant des dcrivees d'indice / de H et K par rapport 
a J, oil Ton fait j = a. 

Ces remarques faites, voici comment il convient d'employer la sub- 
stitution (2). 

On commence par rendre respectivement infinie et nulle les deux 
racines de Q d'indice le plus eleve. On dispose encore de la transfor- 
mation 

j = AY, u-=:9(X). 

Si requation(i) est une equation donnee, on se sert de cette transfor- 
mation pour la ramener a sa forme la plus simple, par exemple a Tune 
des formes canoniques etudiees plus haut. S'il s'agil, au contraire, de 
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(leterminer toutes les equations (i) dont Ic coefficient differenticl est 
de degre donne et dont Tintegrale generale est defmie par une equa- 
tion (i), on pent diriger le calcul do la nieme maniere, ou encore se 
servir de la subsiilution pour simplifier cctte equation (3). Quel que 
soit le procede adople, on obtient des conditions oil ne figurent que 
des invariants de (i). 11 suftit de remplacer ces invariants par leurs 
valeurs en fonetion des coefficients d'une equation quelconque de la 
classe, pour avoir les conditions auxquelles doit satisfaire Tequation 
clicrcliee la plus generale. 

Quand le denominateur Q de R, dans (i), n'a qu'une racine, on la 
rejette d'abord a Tinfini. On dispose ensuite de la substitution 

J HZ AY 4- B, ^ = 9(X) 

pour simplifier, suivant les cas, les equations (i) ou (3). 

Nous allons appliquer ces procedes generaux de calcul a plusieurs 
exemples particuliers. 

7. Reprenons, en |)reniier lieu, Tetudc des equations 



(i) /=R[V, (a-)]r: 



Q[7»(^).l 



dont rintegrale generale ne prend que deux valeurs autour des points 
critiques mobiles. 

L'integrale s'ecrit 

/'-^(ayoH-?)4-yo=o, 

et Tcquation (i), qui lui correspond, a son coefficient difierentiel de 
degre v = 4 ^" '^ "- ^« 

Soit d'abord v = /|. Le denominateur Q a ses deuxracinesdistinctes; 
car si J — a est racine double de Q, trois valeurs d'une integrale par- 
ticuliere deviennent egales ensemble a a, ce qui est impossible dans 
le cas actuel. D'une maniere generale, qiiand T integrale d'une equa- 
tion (i) ne prend que n x^aleurs autour des points critiques mobiles, I'ordre 
de multiplicite des racines de Q est au plus egal a /^ — i . 

Ramenons done d'abord I'eq nation (i) a la forme 
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Tintegrale verifie alors I'equalion 

avec 

c'osl-a-(lire que requation (i)' doit coincider aver la suivantc 

Cette equation, ramenee a la forme canoni(iue de seconde especo, 

devient 

fiY _ \{\){\'-\-\\--r-i) 

Pour qu'une equation (i) (v — 4) i>o't de la elasse consideree, il 
faut el il suffit que, dans sa forme reduite 

dY A(X) (\'-^h Y^- 1- \ V- -^ .1 , V f- n 
^X " " "" \ " ' 

Ics invariants J, et J^, soient nuls. Signalons le cas particulier oil le 

coefficient J^ de Y^ serai t independant de a:; Tequation correspon- 

dante 

d\ :^li'*)Q'l±^''Y*-f-_i) 
dx "' - - ^ - 

s'integre par deux quadratures. 

Passons aux equations v — i. On ramene d'abord liquation consi- 
deree a la suivante 

et son integrate s'ecrit 
Posons 

a 

'A 

rintegrale prend la forme 
avec 

y'-Mf-^y/-h P. 
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L'equation en z s'ecrit done 

et pour que v = 3, il faut que le second membrc soil divisible par z 
(done que P soil nul), ou eneore que M soil nul : le seeond cas se 

ramene au premier en ehangeant z en -> et Tequation etudiee est de 

Tespece 

Z — A Z — T" ii Sf 

equation que nous avons deja signalee et qui s'integre par deux qua- 
dratures. Dans la forme eanonique 



qui lui correspond. 



J =o. 



8. Voici done traite, bien aisement, un exemple qui n'etait pas 
exempt de diffieulte avant Tintroduetion de la substitution (2). Abor- 
dons maintenant Tetude plus compliquee des equations (i) dont I'in- 
tegrale generale ne prendque trois valeurs autour des points critiques 
mobiles. 

Le degre v du coefficient difierentiel de (i) pent etre alors egal a 3, 
4, J ou (1. Considerons, en premier lieu, le cas oil v = G, les quatre 
racines du deriominateur Q etant distinctes. 

Reduisons d'abord Tequation a la forme 

^ ^^,__ a. y^'h ^5j^-H ^4.v^-^» . »+ ^i.r -^ ^ , 

y(.>' — i)(v — a) 

L'integrale s'ecrira 

y^ -h A r' —Uyy — y =: o 

OU 

r' -4- A v' 

V z=z — 

y'ruM/^-i-N/H-P 



avec 



(Y depend toujours de la constanle d'integration, sinon y ne renfer- 
merait pas de constante). 
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I.es fonctions A(a'), B(x) sont liees, de plus, par Tegalite 

,VB-K'^(.\-hB)-h3 = o, 

qui exprime que v = i est racine de Q. L'equation en r doit coincider 
jivec la suivante : 

j i^Hy(r~i)(j- j^')y=My'4-2MAr5 4- v^(MA«-hNH-^ir) 

^•^) J ^ -:-v»[N(AB -+-!)-+- AB'-1]A'] 

( -T vMNA + Pir- A) 4- 2PB r-f- P. 

D'oii Ton conclut sans peine 

(A) < 



A "', 
arts 




a 


V o„ 


«s«. N 


i ^1 /«5^4 


,_ , ^in,\ 


al a\ 



avee les conditions 



— — cc — > 

^6 «o 



(•'>) ' 






-+- 12 =z(>, 









6 

^a /'3 ^f 



4^'o 



r.r \.\ al aj \2f/« «, / \ la^J ^/y / \2«o ^s / \4^; ^o / 



Les coefficients a,, a de I'equation (2) sont des invariants de Tequa- 
tion la plus generale de la classe. Nous avons ainsi les (v — 2) — 4 
conditions auxquelles doivent satisfaire les invariants de I'equa- 
tion (i) (v = G) pour que son integrate ne prenne que trois valeurs 
autour des points critiques mobiles. Quand ces conditions sont reali- 
sees, Tequation se ramene par la transformation 

r' -h A r* 
a Tequation 

4nn,derEc, Nornnile. 3* Serie. Tome IX. — Avril i8(fJ. I J 
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A, B, M, N, P s'exprimant en fonction des invariants de (i) par les for- 
mules (4). 

Si I'on veut ramener I'equation (2) a une fonne eanonique de se- 
conde espece, il convient de dislinguer plusieurs cas. 

Quand la qualrieme racine a de Q depend de x^ on pose 

\ — a(a-), 

et I'equation devient 

^ C(\\ (Y^-f-J.-.V^-h.KY^-h ...- 4- .1 ,_Y_-+- J„ > 

les J verificnt les relations obtenues en remplagant dans les equa- 

tions (1) a par \, «, par (GJ/), -r-^ par — ^^ • 

Si a est une constante, les conditions (j) nous montrent que A el B 
sont constants. 

1/equation (2) pent alors s*ecrire 

les b sont des Ibnctions do x, et a, c,, c^ des constantes qui veritient 
les relations 

Les deux autres relations (j) deviennenl 

* 

•X Of. /;, ^• 



H- c, /^o =^ — />?. 



!V^^, - - '•. 



Si /^o n'est pas const^int, on pose bf,{x) — X; si A„ est constant, on 
pose h^{x) = \\ enfin, si h^ el Z^. sont constants, A, et Aj le sont 
egalenient et Tequation est de la meme classe qu'une equation a coef- 
ticieiils constants. 

Exaniinons niainlenant les equations v = G, telles que* Q ait des 
racines multi|)les : Tordre de rnultiplicite ne pent depasser 2. Suppo- 
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sons d'abord que Q ait une seule racine double, ot ramcnons Inequa- 
tion a la forme 

(ijr ~~ >'( r — i) 

L'integrale satisfait a la relation 

>'' -4- A r* — y — o 

aver' 

y'~My*-4-Ny-f- P; 

de plus, B verifie la condition 

3 -f- :;» A '-= o ou A — — \, 

qui exprime que v = i est racine de Q: on pent done poser 

y-2,K3-3r, 

et Tequation (2)' doit co'incider avec la suivante 

(3)' 67(7 - 1)7'= 4M7«— i2M7*-+- oM 7*+ aN7'»- 3N7*-^ P, 

ce qui exige qu'on ait 

M = — ', 

'X 
(4)' < V 2 

P rnOflo 

avec les conditions 

(5)' flTjZz; — SflTgin — \a^, SflTjH- 2flrj = O, (7j zzz o. 

Quand ces dernieres conditions sont remplies, I'equation se ramene 

par la transformation 

7 = 27'— 37= 

a Tequation 

y'=iMy»-hNy-4-P. 

Supposons enfin que Q ait deux racines doubles. Ramcnons Tequa- 

tion a la forme 

, r7f, v*-4-. . .-4- AT, r-+- ^0 

V — — = — 
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L'integp.ile est donnee par la formule 

y—y — o 

*\VGC 

/=:My»-hN/-hP. 
L'equation consideree est done de la forme 

Nous avons enumere ainsi toutes les equations qui repondent a lu 
question et pour lesquelles v = 6. Soit maintenant v = 5 : si les trois 
racines de Q sont dislinctes, on pent ecrire ainsi I'equation donnee 

Son integrate satisfait a la relation 

_ i' -+- A V* 

avec la condition 

AB-+-2(A-hB)-h3in.o. 

Inequation (()) doit done coincider avee I'equation (3) calculee prece- 
demment, ce qui ne peut .ivoir lieu que si (y — a) est en facteur dans 
les deux incnibres de (3 V S'il en est ainsi, on a 

rf:,— b^— a/>5, 
a.^— ^3— a/>i, 



/7,i= />,,— a/;,, 

^/o = — a3„, 



el les coeincients a, satisfont aux relations (5). La premiere donne 
c'est-a-dire 
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Rn remplagant dans ies trois dernicries a et les a/ par leurs valeurs 
en fonction des 6y, on a Ies trois conditions ilecessaires et sufflsantes 
auxquelles sont assujettis les coefficients invariants de ((>) pour que 
rintegrale soil de la forme voulue. Je me dispense d'ecrire ces condi- 
tions, qui sont sans interet. Deux de ces conditions sont d'espece dif- 
ferentielle, et renferment Tune la derivee de 

Tautre la derivee de 

Quand ces conditions sont remplies, ('equation (G) se ramene a 
Tequation 

par la transformation 

_ .V^ 4- A 



les A, B, M, N, P sont donnes par les formules (6) a Taide des r/,, a, 
par suite en fonction des B,. 

Une remarque importante est la suivante : un calcul penible veri- 
fierait que j = a est une integrale de (6^); done 

''"" BaH-i 

est une integrale de Tequation de Riccali, et cetle equation s'integre 
par quadratures. Mais ceci est evident a priori : nous faisons 

dans Tequation de Riccati; elle devient 



Pour que 



p 
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soil unc integrale, il faut et il suffit que Tequation precedente soil 
verifiee quand on y faity = v, ; or r = ol annule a la fois -p et Ic 
second membre de cette equation; done 

est une integrale de Tequation de Riccati. C'est la d'ailleurs un fait 
que nous demontrerons tout a Theure d'une maniere generale. Nous 
I'avons rencontre dejii dans le cas particulier ou /^ = 2, v = 3. 

Admettons maintenant que, v restant egal a 5, Q ait une racine 
double, (/equation pent s'ccrire 

rintegrale doit elre de la forme 

Nous pourrons loujours changer v en — 3 Av et poser 

Si Ton se reporte aux calculs faits pour le cas de v = G, on volt que 
Tequation ((>/ doit coincider avee Tequation (3)', ce qui exige que 
(y — i) soit en facteur dans le second membre de (3)' et qu'on ait 






Aux conditions (5)' correspondent alors les conditions 

7 ^7 

/^v-- — 2^3, bi—-', bi— -y^ — 2boy bx^b^. 

4 4 

Quand elles sonl remplies, la transformation 



SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE. 1 35 

ramene I'equation (0)' a requation de Riccali 

L'equation (6)' admct I'integrale j == i , et I'equation en (y) admet 
I'integrale y = — i. 

Si -^ n'est pasune constante,requation (6)'se trouveramenee elle- 

meme aune formequ'onpeut regardercomme une forme canoniquedc 
seconde espece. II suffit de poser 

et I'equation devient 

Les J/, Po» ^ sont des invariants lies par les relations 

X 3X 

4 4 

Si 7^ est constant, I'equation se ramene ii une equation dont les 

coefficients sont constants. 

Le cas oil v = 4 se traite sans plus de difficulte, en exprimant que 
les deux membres de I'equation (4) contiennent a la fois en facteur 

y — I et y — |t> et en ramenant ensuite I'equation a une forme cano- 

nique par une substitution 

Y = a \\ 

X = o(X). 

On connait alors, en general, deux integrales particulieres de I'equa- 
tion (1), qui, toutefois, peuvent se confondre dans certains cas. Mais 
je n'insiste pas davantage, pour ne pas multiplier les calculs, sur cette 
classe d'equations que nous etudierons tout a I'heure d'une autre 
faQon, et je passe, pour terminer cette discussion, au cas oil v serait 
egal a 3. 
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Nous ramenons d^ahord ['equation a la forme 

/=Co-^3C»v-+-3(:,v*-hC3v\ 

Son integrale s'ecrit 

j' -h A j» H- ( B — Cy)v -r- y = o, 

et nous pouvons toujours nous servir de la substitution 
de facon que cette derniere equation devienne 

1-3 -+- y 

• « 

et en posant C, (x) = X on aura 

avec 

Ceci suppose, loulefois, B difi'ercnt de zero et C, fonction de j:^. Dans 
le cas oil ces conditions ne seraient pas realisees, on donnerait a y 
Tune des expressions 

y — : — : Oil y = ' > 

' >' -H I ' Co >' -r- « 

r,) designant unc constante. 

Prenons d'abord le cas oil Ton a 

et exprimons que ['equation 

coincide avec ['equation (i) donnee quand on y remplace y par cette 
valeur. 11 faudra exprimer qu'un po[yn6me du sixienie degre est divi- 
sible par un po[yn6nic du troisieme : d'oii trois equations lineaires en 
M, N, P, dont les coefficients dependent de X. Ces equations ne peuvent 
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etre indeterminees; sinon on pourrait disposer arbitrairement de I'in- 
variant unique J de Tequation, et toutcs les equations 

V=Y»-hJ(X), 

par exemple, auraient leur integrale de la forme cherchee, quelle que 
fut la fonclion J(X). II en resulte qu'une seule valeur de M, N, P satis- 
fait aux conditions precedentes; il n'existe done qu'une equation (i) 
distincte qui soit de I'espece cherchee, autrement dit toutes les equa- 
tions qui repondent a la question se deduisent de Tune d'entre elles 
par une substitution 

qu'on determine par des operations lineaires. 
Pour ce qui est des cas oil y est de la forme 

yZ yi _^. , 

on voit aussitot qu'ils correspondent a une equation (i) de Tospece 

/= N(x) ( j»-i- ao7*-h ^oy -t- Co), 

«o» ^o» ^0 etant des constantes. 

Si done Tequation (i) (v = 3) n'est pas de la classe d'une equation 
a coefficients constants, il suflit, pour voir si elle fait partie des equa- 
tions cherchees, de reconnaitre si elle se ramene a une de ces equa- 
tions particulieres, par exemple a Tequation 

-^ or[2 k(x - 2) -f- 3] 

dont Tintegrale generale est donnee par I'egalite 

(jr/H- i) (j — i)*[(.r — 2) J 4- i]-' = const. 

Ccci nous montre que (i) s'integre alors algebriquement, ce qui 
etait a prevoir, puisqu'on connait trois integrales particulieres de 
Tequation. Ces trois integrales ne sont pas distinctes quand (i) est 
de la classe d'une equation a coefficients constants; on reconnait 

j4nn, de Vf.c, Nonttale, 3* S^rie. Tome IX. — Mai 1892. 18 
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algebriquement si I'integrale d*une telle equation 

dy 



j'H-«o7*-H^o/'-t-Co 



= 'S{x)dx — d\ 



est une fonction a trois valcurs de X, et Inequation s'integre alors par 
une quadrature. 
On serait arrive aux memes conclusions en se servant de la forme 

reduite 

Y'=Y»-hJ(X) 

de I'equation (i). En identifiant cette equation avec celle qui se deduit 
del'equation de Riccati par la substitution 

y^-k- A/*H- Wy 

on trouve, si Ton elimine M, N, P, A, B, C, que J verifie la relation 

, , J'J'' J* i8 /-/ J*\» 

(^) 7-jrj7l-9=yV/7(j7ij • 

Une equation de cette forme definit, comme nous le savons, les inva- 
riants J d'une memc classe d'equations (i) (v = 3). Elle s'integre sans 
difficulte ainsi que Tequation en y correspondante. Si Ton ramenait 
par une substitution 

Y = aY„ X = 9(\,) 

Tequation a la forme canonique de seconde espece 

^ = A(X.)(yJ-^V.-h.), 
on trouverait 

et 

par suite, d'apres (a), 



^'^ '\} 3v/7 *J 
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I/equation cherchee est done 

Kile s'integre algebriquement. 

J" 
Cette reduction n'est impossible que si -p- est egal a une constante k^ 

r/est-a-dire si I'equation se ramene a une equation a coefficients con- 

stants. Cette constante doit etre telle que -u =^ satisfasse a Tequa- 

tion (a); il faut pour cela et il suffit que k soit egal a --r^i- 

9. Nous avons dit tout a Tlieure que, chaque fois que v n'etait pas 
egal a 2/2, on connaissait sans integration au moins une integrate de 
I'equation (i) et par suite de Tequation de Riccati a laquello^elle se 
ramene. Le fait, comme nous Tavons remarque dans Texemple v = 5, 
n = 3, est une consequence meme de la marche du calcul. Voici com- 
ment on pent le demontrer directement. 

L'integrale de (i) est donnee par une egalite 

Y verifie une equation 

((3) /nrMy'-f-Ny-hP, 

oil nous pouvons toujours supposer M^^o, sinon on changerait j en 
-J et Y se changerait en -• Dans ces conditions, Tequation (^)\ trans- 
formee de (P) par la substitution (a) 

a son second membre de degre 2/1, et Tordre de son coefficient difTe- 
rentiel ne pent s'abaisser que si P et Q renfermcnt au moins un fac- 
teur commun (y — cy. D'autre part, si ce factcur figure dans P k la 
puissance r, (r -h 1) valeurs de y devicnnent egales a a, pour la valeur 
correspondante de y* Donnons a x une valeur quelconque; Tinte- 



r4o p. PAIHLEVt. 

grale de (i) qui prend pour a: la valeur c{x) n'admet ce points; que 
comme point de ramification d'ordre r~y-+-i, c'esl-a-dire que les 
(r - 94-1) branches de cette integrale constituent toutes les func- 
tions de .-cqui satisfont a I'equation (i) ct pretinent ea x la valeur c. 
Mais, d'autre part, I'equation («) definil {r-\-i) fonctions de x qui 
jouissent de ces proprietes; ces (/■+ 1) fonctions coincident done avec 
les (r — 9 -H i) precedentes ; autrement dit, I'equalion (a) se decom- 
pose. Mais, par hypolhese, I'equation (a) est irreductlble, c'est-a-dire 
qu'elle ne se decompose que pour des valeurs exceplionnelies de la 
constante C. Done y(c) correspond a une valeur invariable de C quand 



tst done une Jnlegtale de (1); 



est une inte)i;rale de (p) ('). r. y. v. d. 

Done cliaque Ibis que v ne sera pas egal a in. I'equation (1) s'inte- 
grera par quadratures. On connaitra memo en general plusieurs inle- 
grales de I'equation de Riccati. Clierchons d'ahord a distJnguer Ics cas 
oil Ton n'en connaitra qu'une seule. 

Nous pouvons [oujours admettre que cotte integrale soit_v=o 
[sinon on cliangerait y en j+/ii(a;)] et que_y = ao ne soit pas une 
integrale; dans ces conditions, y depend toujours de la constanle C, et 
nous avons 

_ ^''-.-ff,-..y'-' + .,. + axy^ 
' ~ i„-,>'-'-t-...-M 

En formant I'equation en y, on voit aussitot que le coefficient de v' 
(de degre an — 2 au plus) contient en facteur_y*"', tandisque le se- 
cond membre de I'equation est divisible par ^^. Done, si les deux 

(') On peul rattacher ceito proposition au thdorfeme (J6j4 connu d'Euler : On obtUiil 
une iiitigrale d'une ei^uation du firemier ordre en annulani son facieitr uitifgnuil. fair 
le Mimoire de M. Darboui Sur les liquations diJf^renlieUes da premier ordre {.Bulletin 
det Sciences matkimatiqites, 1S7S). 
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membres n'ont pas d'autres facteurs communs, on a 

2/1 — ) 



ou encore 

X =: 2 /I 4- I — V. 

Comme X est au plus egal a n, ce cas ne pent se presenter que si n est 
inferieur ou au plus egal a v — i . 

Passons aux equations (i) pour lesquelles on connait seulement 
deux integrates particulieres. Nous pouvons admettre que ces deux 

integrates soient 

y — Oy y — co. 

Si ces integrales correspondent a deux valeurs de la constante C, y de- 
pend de C, et Ton a 



y = 



^py^ 



y 
(/?</i — i), avec '— = N. 

Si ces integrales correspondent a la memo valeur de C, on pent 
poser 



y*-- 



y^ (bp^xyp-'^ -{',,. -^b^) 



avec Y,- = Ny, -+■ P, {p<in — i). 
Dans les deux cas, on trouve 



V =1 /^ H-/? — X 4- 2. 

Toutes les equations qui n^appartiennent pas aux memes classes 
que ces equations que nous venous d'enumerer s'integrent algebri- 
quement. D'une maniere generate, si j = a,(a:) est une integrate 
multiple d'ordre X^, on a 

V = 2/1 — 2(X| — i); 

cette egatite est analogue a cette qu'a donnee M. Darboux pour les in- 
tegrates atgebriques. 

Apptiquons rapidement ces remarques a Texemple v = 4» n='i. 
On connaitra en general deux integrates de t'equation (i), soit j = o. 



r 



 f 



if •  



. i 



• 1 



r.i 
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y = 3C. Si CCS integrales correspondent a deux valeurs de C, on a 

done 

J j + A B/ + I 

OU 

/[aB7'-+-(AB-+-3)j + A] 

r= N7(7 + A) (Bj -M) + B' j(j -I- A) - AXB^ + i). 

<]omme on dispose encore du changement de fonction y = ot.y,, on 
pent supposer AB = — i . D'autre part, si Ton prend comme forme 
canonique des equations (v = 4) la forme suivante 

''Y ^,v^Y•-+-J.Y»^-J,Y-^-Jo 

^=K(X)-^ --. 



O'^^-^-.-VJ 



(Tun des J etant egal a X), I'equation qui precede nous permet d'e- 
crire aussitot les conditions auxquelles son! assujettis ces invariants 
K, J,, J, , J^. Le cas oil les deux integrales j = o, y = oo correspondent 
a la meme valeur de G se traite aussi aisement. 

Pour que les racines du denoininateur soient egales, il faut que B 
ct A (lies par la condition AB = — i) soient constants; Tequation se 
ramene alors par une quadrature aux equations a coefficients con- 
slants. La quadrature qui reste a effectuer doit etre algebrique. 

On formerait de meme, a Taide des egalites 

Br^-i 

*i — '' . 



y'=iNy4-P, 



les types des equations v = 4f ^ = 3, pour lesquelles les deux inte- 
grales connues so confondent. 

10. Je n'insiste pas davantage sur ces applications particulieres. 
Klles suffisent a montrer comment Tintroduction de la substitution 

(3) ^'^ky:^: x-9(x.) 
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rend relativement faciles des calculs qui autrement seraient inextri- 
cables. 

Cette transformation rend d'ailleurs les memes services quand Ine- 
quation (i), au lieu d'etre resolue par rapport a y, est de genre/? 
quelconque. 

Cherchons a reconnaitre si I'integrale de I'equation 

(I') F[/,/, (;r)]=:o 

ne prend que n valeurs autuur des points critiques mobiles, le genre cj 
de la relation entre les constantes integrales etant nul. 
L'integrale s'ecrit alors 

les P/ sont des polynomes en y de degre m (si m est le degre de F 
en y'), et la fonction y est definie par Tequation 

/iizMy«-4-N/-4-P. 

Le coefficient de la plus haute puissance de y' dans F est de degre 
V — 2/w, quand on fait subir a cette equation la transformation (3) la 
plus generale, v est le degrd d\x coefficient diflerentiel, par definition. 
Si le coefficient a une racine infinie d'ordre a, P^, et P„_| ont a facteurs 
communsen y. De meme, si ce coefficient a une racine nulle d'ordre p, 
Po et P, ont 3 facteurs communs. Quand les coefficients dey"\y"'-\ 
v"*-* admettent la racine y = o, les polynomes Pq, P|, Pj, . . . admet- 
tent un facteur commun, etc. 

Par exemple, si /n'= 2 et n = 2, on peut toujours se scrvir de la 
transformation (3) pour rendre nulle et infinie deux racines du coef- 
ficient dey. Dans ces conditions, Tintegrale s'ecrira 

ou bien 
avec 

/=:My'4-N/-hP. 
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Celte forcne de I'integrale se prete a des calcuis ussez simples. On 
peut se rcndre compte, avec elie, de la nature des equations les plus 
generakis dc cetle espfece. Le degre de leur coefficient diflerrnlici est 
au plus egal a 8, c'est-a-dire que leur equation s'ecrit 

A.. -Ag. As designant des polyndmes eny de degre t\, 6, 8. 

Quand I'equation (/n'= 2, n = 2) est d'une forme plus simple, on 
connait en general des integrates particulieres de I'equation de Ric- 
rali auxquclles on la ramene. Le raisonnemcnt que nous avons em- 
ploye au paragrapbe precedent esl, en eiret. susceptible d'exlension. 
Toutefois, les choses se passent ici d'une I'aQon plus compliquee. a 
cause de la double nature des points critiques de I'equation (1), 
points oil ^^estinfinie, et points oil ^^ est indelerminee. La recherche 

de la timite inferieure de «, au delii de laquelle I'equation de Riccati 
s'integre pur quadratures, neccssitc une discussion detaillec (') qui 
nous enlralnerait trop loin des equations rationnelles en y', aux- 
quellea nous borneruns ces applications. 



( ■) y<iir k CO siljel uno Nolo Sur I'initfgmlion nlg^lirique den cquationx dtipremier 
ordre {Compter reiidas de V Acad^mie des Sciencet. mai iSgi). ot doux Nolos .Sfir let iii- 
t^ralex a n -vakars des eglialio/is du premier ordre {Complex reiiHw, Janvier el ffivrier 
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DEFORMATION DES SURFACES SPIRALES, 

Pah M. L. RAFFY, 

MAITRE DE CONFERENCES A l'eCOLE NOHMALE SUPERIEl RK. 



PREMlfiKE PVRTIE. 

CARACTfeRES SPfcCIFIQUES DES SURFACES APPL1CAI3LES SUR LES SPIRALES. 



I. 

1. Pour qu'unc surface d'elomcnt lineaire \dx(ly =^ ('""'dxcly soit 
applicable sur uno spirale, il faut ct il suffit que, par un chanpoment 
do variables 

, fix , civ 

;(^) ' My) 

le produit \^r\ prenne la forrno 

ce qui s'exprime par Tequation 

II faut done et il suffit qu'il existo deux fonctions ^ et r^ qui rendent 
cetle relation identique. Pour trouverquelles conditions celaentraine, 
egalons a zero la derivee seconde de la fonction (i) prise par rapport ii 
•X et y; il vient 

Si nous representons la courbure totale par — 2^^^, nous aurons 

A 
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(Ic sorte que Tequation precedente s'ccrit 

(•0 ^'-r/+;(G);4-^;)-r3(a);-t-5;) = o; 

d'oii, en rctranchant niembre a membre les identites (i) et (2), 

All systeme (i) et {'i)\ nous adjoiiulrons les equations qu*ondeduit 
de (2)', en did'erentiant separeinent, puis successivcraent, par rapport 
a J' et a y, savoir 

(4) - -n' ry^ + tr..y - -nO;.. =o, 

( 5 ) ( 4' - -n ' ) 5.V + > 9;;:, = -r.rf:.y=o. 

Des equations (3) ot (/(). tirons ^' et t)', pour porter leurs valeurs 
dans I'equation (i); il vient 

Si l*on pose, suivant Tusage, 

0' 0' 



en designant par AO le premier parametre diflerentiel de la f'onetion 0, 
on aura 

^ Or ay 

De cette cMjuation rapproclions I'equation 

et supposons d'abord que le determinant Ibnctionnel de logAO et de 6 
ne suit pas nul, c'est-ii-dire que les lignes d'egale courbure des sur- 
faces considerees ne soient point parallelos. Nous pouvons tirer les 
d(Hix inconnues ; ct r, 

. i) y . (f.v 

(()) I -■• ^' i --7— i \ ^ V T ' '^' —.— o.i — ^ , 
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Oil bicn, en introduisant I'invariant siraultane 0, 

Pour donncr a ces expressions leur forme definitive, posons 






nous pourrons ecriro 



on, pour abreger, 

Exprimons que la premiere de ces fonetions ne depend que de ;r, la 
seconde que de y; nous trouvons 

d'oii Ton conclut que j' est une fonction de o. Soil >}/ = F(o ); les deux 
equations precedentes se reduisent a 

Ory F ( ) -h o;,. q; F'( 9 ) = o, 

re qui montre que le quotient ^[^v •?j?v ^^^ aussi une fonction de 9. 
Or on a visiblement 

Ory _ Aa 9 An—'; '^■'•^ 

9., 9^. A9 X 

Nous arrivons done a cette conclusion : 

Pour que V element lineaire A (Lvdy romiennc a des spirales. il faut que 
les deux imariants 

1{ loi; e -'J AO ) ' Ailojrr-^AOi' 



1^8 
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soienl des fonctions. du seal im^ariant r^'^AO, ou designe le logarithme 
de la dcmi'courbure tolalc changee de signe, 

Je dis que ces conditions sonl suffisantes. Elles expriment, en effet, 
que les solutions ( G) des equations (i)' et (2)' ne dependent respecti- 
venient que de x et de y ; comme elles verifient, en particulier, Inequa- 
tion (2)', elles veritient les ecjualions (3) et (i) qui en sont deduites. 
Mais, si Ton tient compte de ces deux equations, Tequation (1)' de- 
vient idenlique a I'equation (1)' qui est verifiee. Done les fonctions ^ 
et Y], donnees par les formules (G), repondent a la question. L'element 
lineaire \dxdy convient a des spirales. 

2. Revenons maintenant a Thypothese, prinnitivement exclue, oil 
logAO est une fonction de (surfaces a lignes d'egale courbure paral- 
leles). Pour que les deux equations ^^i)' et(2y soient compatibles, il 
Taut qu'elles n'en fassent qu'une. Alors Tequation (1)' nous echappe. 
Nous la remplacerons par celle qu'onoblient en climinant \'— r/entre 
Tequation (2) et Tequation (5) qui ne nous a pas servi jusqu'ici. Cela 
ne sera possible que si I'equation (5) n'est pas une identite, c'est- 
a-dire si la derivee 0'^,. est ditferente de zero. 

Or je dis qu'elle ne pent pas etre nulle. Kn effet, on aurait alors, en 
designant parX et Ydeux fonclions inconnues. Tune dCvP, Tautrede v. 



{/ = log\-+-logV, e''~\\. 






Mais, les formules ((i) devant etre indeterminees, le produit ^~^A0 se 
reduit a une constanle. On aurait done 



I \'V' I . ., V\ I 



I 



la surface serait devcloppable, ce qui est inadmissible, quand e^ n'est 
pas nul. 

On trouve encore une surface devcloppable, en supposant nulle 
Tune des fonctions X et Y. 

Laissant ces developpables de cote, nousaurons, par la combinaison 
indiquee, 

U.V Y 
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Supposons d'abord que cette equation soil une idcntite, c'cst-ii-dire 

qu*on ait a la fois 

e-^AO=z const., ^' ^AjO = const. 

Les deux invariants AO, AoO sont des fonctions de 0; alors Telenient 
lineaire ^dxdy convient, coinnie on sail (' ), a des surfaces de revolu- 
tion. II convient, en outre, a des spirales, ainsi que nous le montrt*- 
rons bientot. 

Ces cas particuliers ecartes, nous resoudrons les deux equations 



'^1 U K r ^^ 



(■r 1 4- lojre-'U,0 - Y) -^ lo-<'-'JA/> = o. 



a J- () V 

qui ne peuvent evidernment pas se confondre, Tune ayant pour second 
niembre zero et Tautre 21. Nous trouvons ainsi 

^^-log<?-^A/> -J^lojrr-OA,0 

Ces formules ne different des formules (G) qu'en ce que AO est reni- 
place par AjO. II suffira done de repeter le raisonnement fait plus haut 
et Ton prouvera que ies deux imarUinls 

e (lop:A, {), 0) A,(lojre_-'^A,(;) 
A(loge-^A,(/)' M,\iv^e-^'l/J) 

sont des fonctions da seal im^ariant r^^AoO. De plus ^"^AO est constant. 

Nous allons voir que ces conditions, qui sonl necessaires, sont suf- 
fisantes. En effet, elles expriment que les formules (8) donnent pour i 
une function de x seulement, pour yj une function de j seulement. Os 
fonctions verifient les equations (i)" et (2)', d'oii on les a deduites. 
Elles verifient done aussi les equations (3) et (4) qui resultent de 
Tequation (2)'. D'autre part, elles verifient aussi Tequation (i)' qui, 

(*) Comptes rendus de I' Academic des Sciences, \. CIX, p. 66 1. Foir aussi Darboix. 
Tlie'orie des surfaces, t. HI, Livrc VU, Chap. 11. 
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dans riiypothese oil e"^AO est constant, n'est pas distincte de I'equa- 
tion (2)'. Or nous avons vu plus haul que les equations (3), (4) 
ct (i)' entraintjnt Tequation (1). La proposition est done demontree. 

){. II semblc qu'il y ait trois conditions d'applicabilite dans le cas 
que nous venous <le traiter. Mais nous montrerons, dans Tarticle qui 
suit, qu'une surface pour laquelle c""®AO se reduit a une constante est 
applicahle sur des spirales quand I'invariant 

est une fonction de e'^AjO ou encore, ce qui revient au merae, quand 

rinvariant 

e(g-QA , (?, B) 

est une fonction de ^"^AjO. 

On pent simplifier aussi Tenonce des deux conditions d'applicabi- 
lite obtenues dans le cas general; elles reviennent, en effet, a ceci : 

les deux invariants 

0(_^ -^ A9, 0] AjOr-^A^ 

A(c'~^A^y~' A(e-^A!?) 

sont des fonctions de e~^AO. 

En resume, nous arrivons a ces conclusions : 

RtGLE ( * ). — Pour reconnaUre si un element lineaire donne comient a 
(les spirales f on calculera la courbure tot ale — 'le^ (qui ne peut ^tre con- 
stante sans ftre nulle) et Von formera lins^ariant ^~^A0. 

Si cet im^ariant ne se reduit pas a une constante, on formera les deux 
imariants 



- -._ , 



et Ion dixra verifier que cliacun deux est une fonction de e~^\h. 

Si I'invariant e~^10 est constant, on calculera I'invariant e ^X^^). Si ce 
dernier est constant aussi, V element lineaire donne convient a des spirales 



1 ) Coniptes rc/idiui de I'.IcaMfiic des Sciences, t. CXH, p. 8:)0. 
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en m^me temps qua dcs surfaces de revolution. Si V invariant ^"^AjO nest 
pas constant, on formera 

et ce nouvel invariant devra ^tre unefonction de C^ii^h. 

Pour justifier l*assertion qu'une spirale ne pent avoir sa courbuiv 
totale constantCi a moins d'etre une developpable, rappelons que, 
quand une surface a comme element lineaire 

ds*' = X (Ix civ =:r e,^^ dx dy\ 

sa courbure totale est donnee par la formule 

\\,\\t^ I Ox Or ~~ ^^ • 

Or nous representons la courbure totale par — ae^; nous avons done 
toujours 

Dans le cas dcs surfaces spirales, co est de la forme 

our — «(x— 7)4- flL\x^y)d{x-^y)\ 

t. 

il en resulte qu'on a 

Ainsi c^ est le produit d'unc fonction de r -f- y par Texponen- 
tiellc e^^^'^K Ce produit ne pent etre constant quo s'il est nul. 

II. 

4. Discussion du cas on I invariant e'^l^) est constant. — I/liypodiese 
actuello entrainc visiblenient cette consequence, que le parametre AO 
est une fonction do 0, c'est-ii-dire que les lignes d'egale courbure sunt 
paralleles. 

Nous partirons done de Texpression generale de Telement lineaire 
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«lf!^ surfaces qui ont lears li^\ie> d'egkle coarbare parallel 



' I ) 



di' =1 du' : df'. 



ft nous <f^pri^fJeron^ d"abord que le produit e^^lb ou son e^al '~'*Af^" 
f-st coD«^Uirjt. Lor?qu*OD a 

U courfiure toUile — 2<r* f-i?! donnee par la formule eonnue 
lians l#f cas pre><fnt. on trouve par un calcul facile 

V-. d*' I 



1 1 



— 'iff' ZZZ 1 L 



D'autrf p<irt, la formule generals 






appliqu*'^ a <?', qui ne d*-pffnd qu^- de w, donne simplement 



an 



\m pre mi'fre equation du problems est done 






^ 'i -/- I = const 



On f'n deduil facilernent 



^^^ - '^ 



it' qijorj pf'Ul, sans restreindn* la generalile, ecrire ainsi 

(. rtin —1) 

// d<}sijrnant nnf constants arbitraire, difl'erente toutefois de zero ei de 
Tunifr. vaieurs qui ne donneraient que des surfaces developpables. 
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Ainsi, la condition que I'invariant ^"^AO soit constant s'exprime par la 
formule (4) et determine la fonction U par la relation 

Pour integrer cctte equation, remarquons qu'clle admet la solution 



— := m": 



comme elle ne change pas quand on change /i en i — n, elle admet 

aussi la solution 

I 



-.=-. =111^-'' 



Si done les deux nombres net i— n nc sont pas egaux, c'est-a-dire 
si 2/? — I est different de zero, I'integrale generale sera 






a ^ib desighant deux constantes arbitraires. On deduit de la 

U'zzi--- -— — 

Quand les deux constantes a et 6 sont differentes de zero, il vient 

en negligeant la constante d'integration qu'on pent faire rentrer dans 
la function V. Dans le cas contraire, on pourra prendre 

(0) U = -- --,^, ou L. 



^2/i — i)^* (I -- 2/i)a* 

suivant que a sera nul ou que h sera nul. 

Faisons maintenant Tliypothese n=^^. L'equation 

, d^ _i_ I 
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admct toujours la solution particuliere 

I /- 

ce qui permet d'obtcnir aisemenl Tintegrale generale 

-.- --\/ii{a\o*^u -I- b), 

rt et b otant les deux constantcs arhitraircs On deduit do la 

I z. - 

Negligeant, romme tout a rheure, la constanto d'integration, on 
pourra prendre 

/ \ ir ' IT *^&" 

suivant que a sera different de zero ou egal a zero. La nouvelle con- 
stantc C se reduit a Tunite quand h est nul. 

5. (a*s preliminaires poses, considerons Tinvariant c'^AjO. Lors- 
qu'on a 

le second parametre dilFerentiel (Tune fonetion 9 est donne par la for- 
mule 

Si Ton prend pour o la fonction 0, qui satisfait ici a la relation 

fj ri(n - - i) 



U* 



et qu'on remplace \G par sa valeur (U V) : \/U', il viendra 

U - V du tt^/if 
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ce qui peut s'ecrire 



. ^ . c/ , U - V SI / U' U^ I \ 



1 A 



On a done Bnalement 



e- 






Nous pourrons, dans la suite, substitucr a e^^AjO rexpressioa 

(8) ?-'^"U--V-^j' 

qui en depend lineaircment. 

La fornie analytique de I'in variant ^"^AjO va nous permettre d'eta- 
blir le premier des theoreraes que nous avons annonces plus haul. 

(i. TiiK()Ki^.ME. — Si an element lineaire est tel que les deux invariants 
e ^AO et e~^1.2^ se reduisent a des constant es, cet element lineaire convient 
a la fois a des surfaces de revolution et a des spirales. 

En efTet, cet element lineaire est reductiblo, d'apres ce qui pre- 
cede, a la forme 

( I ) t/.?* = dii' -h > —yy- di\ 

la fonction U ayant Tune des expressions (/>), (6) et (7) prccedcm- 
ment obtenues. 

Deplus, rinvariant ^'"^AaO etant constant, la fonction 9 se reduit a 
une constante, ce qui exige qu'il en soit de meme de V. Done deja 
Telement lineaire convient a des surfaces de revolution. Mais, si Ton 
pose 

ou, ce qui revient au meme, 



d . U_ - V r 1 



, log _- =— - y 
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on a, par une integration immediate, 

y/lP 

D'apres cela, I'element lineaire (i) dcvient 
il suflfit do poser v = f pour le ramener a la forme homogene 



ds^ — du^ 



?(=)""-"■■ 



Done cet element lineaire convient a des spirales, si toutefois I'equa- 

tion 

U - V 



._- i-sru^-^ 



s'accorde avec I'une des formules (5), (6) et (7). Or on verifie aise- 
ment qu'elle no differe pas de la seconde des formules (G). 

7. Nous allons maintenant justifier notre seconde assertion. 

TiikoRKME. — Si un element lineaire est tel que rinvariant ^"^AO soil 
ronstani, mats non i invariant c^A^O, et que le rapport 

^(e-^^0) 

soit unc function de r ^A^O, cet clement lineaire convient a des spirales. 
Kn effet, cet element lineaire est reductible a la forme 



(0 



ds- — d(t^-] -dv^y 

m./ 



la fonclion U ayant Tune des expressions (j), (G) et (7). Nous avons, 
de plus, a exprimer que, si Ton pose 



(8) 9:^ .. — ^- -..., 
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Ic rapport 

(9) ^ = 



6(9,0) 



est une fonction de 9 seulement, 6 etant toujours donne par la for- 
mule (4)» d'oii resulte 



dO 2 ()9 

-.— — > -— zz: O. 

()U tl Ov 



Rappelons les formulcs qui definissent, quand I'element lineaire est 
donne sous la forme (i'), les deux invariants A et 

Si I'on a egard aux valeurs des derivees partielles de 0, et si Ton rem- 
place G par (U - V)^ : U', on trouvera 

U- V <)r 

Telle est Texpression qui ne doit dependrc que de 9. 

Rernarque preliminaire, — Avant d'aller plus loin, il convient de 
prouver que la fonction V ne pent plus desormais etre supposee con- 
stante. En effct, ne depend que de //; si V est constant, 9 et par suite 
^"^AaO ne dependant que de u sont des fonclions de 0. Le determinant 
des equations (i)" et (2)' de Particle precedent est nul; ces equations 
ne sont compatibles que si la premiere se reduit a une identite, c'est- 
a-diresi e~^A.jO est constant, hypothese qui vient d'etre etudiee et qui 
est maintenant exclue. 

8. Cela pose, en vue d'exprimer 9^ et9^, faisons 

(10) 1^--=.U- 

la formule (8) devicnt 

(8)' ?=u~^V"'^- 
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On en deduit aisoment 9^ et 9^. Si dans les expressions de ces d6ri- 
vees on remplace U - V par sa valeur 

(8)" u~V--— - 

9 4- H 

tiree de Tequation (8)', il vient 

V' M 

en posant, pour abreger, 

(15!) M™(oH-R)-~(2H-hi)(9-+.R)-+-i/R'. 

Nous pouvons maintenant, grace a ces formules et a la relation (8)\ 
exprimer 2'| par une somme de tcrmes oil ne figurera plus U — V. On 
tronve ainsi 

(9)' 2^:-.-^.^^^^^^^ 

II est avantageux d'introduire 9 dans Texpression de 'j/, parce que, 
(levant egaler a zero le determinant fonctionnel 

ry(//. i*) ~ \(^M €^9 du J dv \()(' (>9 0\* J Ou On 0^' dv Ou 

nous pourrons, dans le calcul des derivees partielles de 4'» regarder^ 
comme constant, ce qui simplifie. On a immedialement 

-)-2(mR" aRR'),-r-— ^ — — -,, 

^ ^V'(9-i-R)* 

Je dis que la difference wR"— 2RR' est nulle. Posons en effet \/l}' = e''; 
Tequation (2)' devient 

W»((7'»— a') = /l(/l- I). 

La definition de R donne 

R — u^j'; 
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d'oii, tirant ci', a" et substituant dans Tequalion precedente, on deduit 

II n'y a plus qu'a differcnticr pour trouver 

sRR'-mR" — o. 

Ainsi ies deux derivecs partiellcs de ']f ont un facteur commun. Si on 
ics substitue, ainsi que Ies expressions (ii) de ^[^ et de ol dans le 
determinant fonctionnel qu'il s'agit d'annuler, on obtient Toquation 
du probleme 

Son premier membreest un produit de deux facteurs. Mais je dis que 
le premier ne peut pas etre suppose nul. En cffet, il se decompose lui- 

meme en deux autres qui ne diflerent que par le signe de yU'. Si Ton 
egale Tun de ccs facteurs a zero, on trouve 

ou, en ayant egard aux formules (8/ et (12), 

(U-V)[R'(U-V)«-(2R-f-i)(U-V)U'4-</lI'*]-V'//UVt'' = o. 

Or si Ton donne a la lettre V, qui peut etre prise pour variable inde- 
pendante (en vertu de la remarque faite au debut), la succession des 
valeurs variables de la fonction U, on arrive a cette contradiction, que 
la derivee V serait identiqucment nulle. 

En consequence, nous n'avons plus a nous occuper que de Te- 
quation 

Nous devons en tirer la fonction inconnue V, sachant que U a Tune 
des formes (5), (6) et (7). Pour y arriver, il convient de faire deux 
hypotheses, R' — o et R'^ o. 
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9. Pi\kmii!:re HYPOTiifesE. — La fonction R' est supposee nulle; c'esl- 
a-dire quo i'on a 

H = —prj == const. = — w, rrf =^ • 

2L U' // 

On tire de la immediatement 

ot, en vortu des formules (8)' et (12), 

^4.U_o_n-j^-^, M_ (U-'V? 

En consequence, Tequation (i3y devient 

(i5) V'[(2,/_^)(U-V)-H</L"J-h(3/^-I)V'*=o, 

d'oii trois cas a distinguer : i** V/^ o avec 2/1 — i ^ o; 2** V''^ o avec 
2/? — 1 =0; 3^V"=o. 

Premier cas. - V^^ o, 2/j — 1 ^ o. L*equation (i5) peut s'ecrire 

(2/^ — i)U 4- mU'-H (3w - i) ;^ — (2/i — i)V = o. 

Les termes en u et ies termes en r sont separemont constants. On peut 
meme supposer les deux groupes nuls 



a condition d'augmenter U et V d'une mcnie constante qui n^influepas 
sur la difference U — V. Les equations ainsi obtenues s'integrent faci- 
lement. Si i*on neglige la constante arbilraire qui s'ajoute a r, on 
trouve 

1— 2_rt 

\] = \u'-^\ V — Br " ; 

le premier de ces resultats s'accorde avec la seconde des equations (6). 
Avec ces valeurs de U et de V, I'element lineaire (i) devient 

(i — 2/j)A 



sin LA hkFOUM.VTION I»KS SI RKACES SI»1I\ALKS. l()f 

el Ton voit qu'il suIRt <le poser r ~ /" pour lui faire acqurrir la forme 
lioino«^ene 

( I — 'J // ) \ 

c<» qui montre qu'il convicMit a dos spiralis. 

heuxieme cas. — V'/^o, 'mi — i — o. l/('M|nalioii (ij^ se reduil a 



el (lonne evideminent 



-\-, 4- //I (> 

•4 > 



// L'-z- — — - ~ ronsl. - //. 



On (leduit de la, en rennplacant v — s\ par \\ 

resullats dont Ic dernier s'accorde avec la seconde des formules (^7). 
L'element lineaire devient alors 

ou, en posant i^ = \ /, A : B = (]", 

(17) ds^^--.du^'-^'UUy^{\'\\"ilt^, 

Elanl homo}][ene et de dejifre zero, cet element lineaire convienl a des 
spi rales. 

Troisieme cas. - V"-- o. [/equation (i5) exige seulement 
L'equation (i^4)donne alors 

On pourra done, puisque V"-- o, prendre 

^»H. tie I'f.c. IS'ormate. 'i' St^rie. Tome IX. — iMai 1892. 'i I 
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c(» qui s*accordc, quant a la determination de U, avec la premiere des 
formules (G). L'element lineaire (i) devient alors 



(Is*- - dtr- 4- 9 :■ \ A //=* - n i' J (L'\ 

^ A 



ou, en faisant r = \V, 



(i«) 



rf.?* — dti^ H- — 






il est homogene et de degre zero, comme les deux precedents. II con- 
vient done a des spirales. 

Ainsi il est prouve que, dans riiypothese R— o, Tequation (I'i)' ne 
fournit que des elements lineaires de surfaces spirales. La forme (17) 
<»st une degenerescence du type (iG); la forme (18) en est un eas par- 
tieulier. 

10. Skconde hypotiiese. — Faisons maintenant riiypothi^se H'^^<». Si 
Ton tient eompte des relations (12) et (8)', Tequalion (li)' pourra 
s'eerire ainsi 



\ 



,' n 



y7i[it'(i' -V)-- (an -t- i)(r - v)r' ^ uV'-\ 



:iH'//ii'v'iJ' 



= o, 



1)11 encore, en egai-d it la detinition de R, 



V 



(•9) 



^[l{'(li-V)*-('..U-!-l)(li-V)U'-t-«(:"l 



Hir 



(;^i{H-i)i'' 



+ 1)1'' ..-| 



Dans celte equation, nousallons substituer celles des expressions (V), 
(G) et (7) de U <|ui n'annulent pas R', savoir 



C)) 






(1 — in)a(an'^'*-'^ 4- h) 



[(in — \)ah^:oy. 



C) 



IJ^- 



r 



a- lo*,^r// 



(<7r 7^ o). 
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Substituons d'abord la valeur (5) qui donne 
i'equation (i()) devient 



- 3(2/1 -i)«rt/J 5—! ^^_- -vl=o 



ou, en tenant eomple de la formula (;5), 

II faut ici dislinguer deux cas suivant que 3w — 2 est egal a zero ou 
diflerent de zero. 

Dans le premier cas, les deux tcrmes de Tequation contiennent en 
facteur le meme binome lineaire en V. La solution correspondante doit 
etre ecartee, parce que V serail constant; et il reste 

Cette equation donne, en negligeant la constantc arbitraire qui 
s'ajoute a v^ 

D'autre part, puisque n = f , on a 

U = 



rt(a//'-h b) 



I'element lineaire (1) devient alors 



ds^=du^^\^ + c(a.Kb)Jj^i 
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il n'y a plus qu'a posor 
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—  h he = 

a 



— ffCl 



»/^ 



pour le mettre sous la forme lioniogeno 






ce qui prouve bion qu'il convient a des spirales. 

Soit maintenant 3/i — 2^0. Pour intogrer Tequalion (20), nous 
poserons 

\ri V X" . .. \T ^* ^ ' — V V 

la fonction V etant prise pour nouvolle variable, et il viendra 



vv; 



"1 Iv ' lav ^''-' 1 



» » 



ce qui peut s ecrire 



(u) 



en faisant, pour abreger, 



// — 



V; _ S V-vm// 



(2/i — \)ab 



m Tzii 



3// — i 



•X n — I 



[/equation (21) integree donne, avec une constanle arbilraire C, 



d'ou Ton deduit 



CV, -z C -^ - V"' ( V 4- // f-'\ 






ou, en designant par iv Tinverse do V, 



di' ^= — Civ(hi\' 4- i)'""' div. 
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Si dans i*elemont lineairo on snbslilue la valeur (3) de T ot crrio 
expression de r///, il vient 



il n'v a phis qu'a poser 

pour arriver a la forme homogenc el dii degre zero 

ce qui prouve que Telenient lineaire convient encore ii des spirales. II 
renlre d'ailleurs visiblement dans le type (i(J). 
SubstiUions enfin dans Tequation (19) la val(»ur 

(|ui donne, par un caleul facile, 

2 1) 2 

I/eqnalion proposee devient 

ou, en tenant compte de Tequalion (7) qui donne //U' = rt*H'^, 

Prenant pour nouvelle variable la fonction V, il vient 

V dv ~" V  ;^n^' 

d'oii Ton deduit, en integrant et designant par y une conslanle arbi- 

traire, 

/v — * 

' ' (IK' 
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Soil IV I'inverse de V; nous juirons 



It' 



Si I'on |)orto cette expression de r/i^ ainsi que la valeur (7) de U dans 
Telement lineaire, on trouv(» 



1 - "' 



(is* = (/ti- -+- ^'y' ( — -h lo^cu ) fte ^"''^tr*. 



ou bien, en posant w = — a^ Io}^c/, 



(let elemiMil lineaire, etant liomogene et de degre zero, convient a 
des spirales. II ne dilH^re pas d'ailleurs de celui que represenle la for- 
niule (17). 

Ainsi se trouve etabli le tlieoreme enonce au n° 7. Kn le rappro- 
eliant de celui qui le precede (n" 6) et des resultats ohtenus au debut, 
on a la demonstration complete de la regie (n^'S) qui fait connaitre 
les caracteres specifiques des surfaces applicables sur les spirales. 

(.A suivre,) 



SUR LA 



DEFORMATION ELECTRIQUE DES CRISTAUX, 



Par p. DUHEM. 



Dans mes Legons sur l* Electricite el le. Magndlisme, j'ai iiiontre brievo- 
rnent (Livre XII, Chap. IV) comment la theorie que j'ai donnee, an , 
sujet des deformations eleetriques des corps isotropes, pouvait s'etendre 
de maniere a rcndre compte des changements de forme que les cris- 
laux eprouvent dans un champ electrique; j'ai developpe particuliere- 
ment le cas oii le cristal etudie est assez faiblement dieleclrique pour 
que Ton puisse negliger, dans Texpression des six deformations, les 
termes du second ordre par rapport a Tintensite de la polarisation. 

Ce cas avait deja etc traile, pen de temps auparavant, par une nie- 
thode analogue, dans un ecrit de >I. F. Pockels (*), prwat-docent a 
riJniversite de Ga?ttingue; au moment oil j'ai redige mes Le{ons, je ne 
connaissais pas cet article, qu'iine aimable Communication de I'au- 
teur m'a revele recemment. 

On sait comment out ete decouverts les phenomenes auxquels s'ap- 
plique la theorie donnee par M. F. Pockels. MM. P. et J. Curie avaient 
montre que certains cristaux s'electrisaient lorsqu'on les soumettait a 
une compression; M. Lippmann demontra iheoriquement que, si une 
cerlaine face d'une lame cristalline s' electrise positivement lorsquon sou- 
met cette face a une compression normale^ inversement ^ la lame se dila- 



O ) F. Pockels, Ucber die Aenderungen des optisc/ien Ferhaltens and die claAtUchen 
Deformationen dielektrischer Krystalle im elektrixchen Feldc ( Neues Jafirhuvh fur Mi- 
ftcra/(pgie, Geologie und PaUvontologie. Beilagebaiid VU, p. 201; 1890). 
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tera dans la direction normale a la force ^ si I* on electrise cette face positive- 
ment(*). MM. P. etJ. Curie (^) soumirent cette consequence theorique 
ii (l<»s verifications experimentales. 

La loi (le reciprocite de M. G. Lippmann apparait comme un cas 
parliculier du Principe du deplacement de I* equilibre, que M. F. Braun (*) 
fait decouler de la notion generale de stabilile, etdont j'ai donne re- 
rcmnient (*) une demonstration fondee sur la theorie du potenliel 
thermodynamique. Mais, si Ton voit immediatement que la loi de 
reciprocite enlre les plienomenes piezo-electriques et les deforma- 
tions electriques des cristaux hemiedres doit decouler du principe 
^^eneral sur le deplacenient de Tequilihre, la demonstration direcle de 
cetio loi presente, cependant, cerlaines difficultes. M. Pockels a expose 
celle demonstration pour le cas simple etudie par M. G. Lippmann. 
Nous nous proposons de Taborder ici dans toute sa generalite. 

Imaginons que Ton ait donne a un cristal piezo-electrique homo- 
gene de petites deformations quelconques, qui le laissent homogene. 
Soient 

^ dvi _ dv _ f)\y 



()y ()z dz Or Ox dy 

les six deformations, qui ont la meme valeur en tout point (j?, j^, 5) 
du cristal. 

La polarisation (.1., iii,, a) aura aussi la meme in tensile et la meme 
direction en tons les points du cristal. Les composantes de cette pola- 
risation seront, en conservant les notations de nos Legons sur T Electri- 



(*) G. Lippmann, Principe de la conservation de t'Electricite {Annalcx de Chimie et 
de Physique, y serio. I. XXIV, p. i4^; 1881). 

(* ) P. et J. Curie, Deformations electruiues du quartz {Comptcs rendus, t. XCV, p.914 ; 
1882). 

( ' ) F". Br.vun, Ueher einen all^emeinen qualitativen Satz fur Zustand^anderungeti 
nch\t eifiif<;en sicli ansclilicssenden Bcnierkungcnj insbesondere Uber nic/it eindeutige Sys^ 
feme {^Wiedenumn's Annalen^ I. XXXUI, p. 337; 1888). 

(M I*. Dull EM, Sur le deplacement de Vc'quilihre {Annales de la Faculte des Sciences 
de Toulouse, t. IV, N; 1890). 
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cite el le Magnetisrne (t. II, p. 39G-397), donnees par les equations 



.1,= — 



= — j(«5ii^-^-5ijF4-5iaV), 



n) 



H'» = — 



^(Oj,X 4-5sifZ4-(5j3v), 



\ 



— r-p('53lX-Hd3jft-+-633V) 



avec 



(^) 



i\-i, 1)1-+-/, I)j4-/3 J),4-/4 (ii-H/s G,4-/e Ti,, 
{ fJL=:/?2il),4- m,D,4- mjDj-h //ii^i-H '^'jGiH- WeGj, 
f V =/*, I),-l- /li DjM- 7*3 T)3-f- //; G|-t- /I, (ij-h /le G3. 



Imaginons maintenant le cristal soiistrait a I'action tie toute force 
exterieure; pla^ons-le dans un champ magnetique uniforme, tel que 
les composantes de sa polarisation prennent en chaque point les va- 
lenrs .1,, ill), G. 11 eprouvera des deformations qui le laisseront homo- 
gene; soient 



. du 
dr 



A ^^' 



dy az dz 









du 

Ty 



flnAi-i-ai,A8-+-a„A3 



les six deformations qui auront la meme valeur en tout point du 
cristal. Ces six deformations seront donnees par les egalites \loc. ciL, 
p. \']i, egalites (12)] 

a,4r,-f- ^isTj^- flfisrj— /jX 4- /Wiiib -h /ii3, 

«3*ri-+- assFiH- aj^r,— l^%> -h /W3i)J)-h /I33, 
a4.,r, -h fl45ri-ha46rj~ /^^^l) 4- mi,\s\> -h ^48, 

! flj, A, 4-^611^2+ «6S^3-+- «6iF,-4- rtesFj-i- tlcerj— i^X -h /WeDl> H- /IfiS. 



rt 
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A, 4- «•, A, -4- 



(3) 



«2lAl 

aaiAi-f-asiAiH- ^33 A3 
a4iA,-i-rt4,A,-ha45A3 



Multiplions les deux membres de la premiere egal 

les deux membres de la deuxieme egal 
les deux membres de la Iroisieme egal 
les deux membres de la quatriemeegal 
les deux membres de la cinquiemeegal 
les deux membres de la sixieme egal 

Ann, fie t' F.c. tVormaie. 3*Serie, Tome IX. — Juin 1892. 



te (3) par D,, 
te {3) par Dj, 
te (3)parD3, 
te (3) par G,, 
te (3) parOa, 
te (3) par Gj. 
22 



Ajoutons membre a membre les resultats obtenus. Le premier 
inembrc de Tegalite resultantc pourra s'ecrirc 

(flri,l)i4-^iiD,-h«i3D3-hau(li-+-a,j(i,-+-^,e<Jj)A, 
(a4,D,-+-a4,I)j-f «4jl),-hflru ft 1 4-^41 G,-»-a4jG,)r, 

(a5iDi-h«5,Dj-+-rt53l)3-f-«54<»l-+-^llftl-H^5«<ij)rt 

(«6il)|-t-««tl>i-t-«'63l>3-+- ^64G,-4-a«sG,-l-flr««G,)r3. 

Le second membre deviendra, en vertu des egalites (i) et (2), 

(^bis) — ^(5,,X'-t-<5„|jL'-i-(5,3V*-hao„fJLv-i-^ds|vX-f-20„X'jL). 

Cette quantite (4 iw) n*est autre chose que ce que devient la fone- 
tion 

— 2(9,,a*-h9„(3*4-933 7*-*-'i9«l3y-h293,73t H-29„a;3) 

par la substitution lineaire 

2(9na-h9i,;3 4-9uy) = X, 
2(9na -h 9„(3 4- 9,3"/) = f^» 
2(93,a-i-9s,?-i-9,3y) = v, 

qui donne (loc. cit., p. 298) 

a^ ^(^iiA-H<5„f^-f-o,3v), 

Or, la distribution d'equilibre dielectrique sur le cristal n'est stable 
(loc, cit., p. 3 1 2) que si la surface 

9lla''-^-?«?*-^-?33y*•^-'-«?l:li37^-2 9„ya^- 29„a;3---:i 
est un ellipsoide reel. La forme 
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est (lone une forme quadratique definie eipositwe, et la quantite (4 bis) 

est une forme quadratique definie et negatwe, 

Soient 

N., N„ N3, T„ T„ T, 

les six eoinposanles des pressions a i'interieur du cristal, iorsque ies 
six deformations ont Ies valeurs 









I>1, l)„ 


I)„ 




G„ 


G, 


» Clj. 












Nous auronj! 
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1). 


+ «ii 


I), 


l-|-«l3l>J 


+ «n 


(i. 


-i-«ii 


>G, 


-i-«i6 


G3 


-h 


N, 




0, 


«ti 


1). 


4- an 


1), 


1 4- «ti I>, 


-H«j* 


G, 


-l-ai! 


iG, 


^-«fl6 


G, 


-H 


N, 




0, 


«31 


D. 


-l-«ji 


I). 


-1- «« Dj 


-l-«3v 


G. 


-H«j. 


G. 


-Ha,6 


(13 


H-N, 




0, 


«41 


I>. 


H-«u 


I>. 


+ «uT)j 


-<-«v* 


G. 


-t-«4) 


,G, 


-H^'ie 


r.3 


-4- 


T, 




0, 


fli\ 


I). 


+ «SJ 


I), 


+ «5J»j 


-f-flf.v 


G, 


+ <7,j 


G. 


-HflTse 


G3 


-h 


T, 




0, 


^61 


n, 


+ ««! 


I), 


-|-«tjl)j 


-H«.. 


G, 


+ a« 


,G. 


+ «66 


G3 


-f- 


T, 




0. 



Si Ton tient comple de ces egalites et si Ton se souvient que la quan- 
tite (4) est toujours negative, on trouve Tinegalite 

N,A,4-iN,Aj4-\3A,-hT,ri4-T,r,4-T3r,>o. 

Multiplions par dx(lydz\ integrons pour le volume ontier du cristal 
et nous aurons 



(5) 



ANi Ai -h N, A,-h Nj A,-h Ti r, -h T, r,-f- T, r,) rf^ cT/e/j > o. 



Remplagons A|, A2, A.,, T,, Tj, T3 par leurs valeurs en fonction de m, 
f', w, et effectuons des integrations par parties. Le premier membre de 
I'inegalite (5) deviendra 



— C} [N, cos(/i/, x) 

[T3C0s(///, jt) 
[T, cos(/i|, a-) 



-/[ ( 



dx 
dx 



\dx 



dY 
dv 
dv 



Ta COS ( ni,y) + T, cos ( «/, s )] « 

N, cos (/»/,/) -hT| cos(n/, 5)]*' 

T, cos(/i,,j) + N, cos(n/, s)]t»'jrfS 

d 



7- 

— ' j ti' rfx dy dZf 
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(is etant un element de la surface dii crista! et /i/ la normale a cot ele- 
ment vers rinterieur du cristal. 
Mais si Ton designe par 

pXrfi', pYdv, pZrfi' 

les composantes de la force appliquee a Telement de masse pdv du 
cristal ainsi deforme, on aura 

(^N, OT, i)T, 
ojc ay Oz ' 

<>T, ()\, dT, 
dT, dT^ c^N, 



dx dv dz 

D'autre part, si Ton designe par 

P COS(P, X) rfS, V C0S(P, V) flfS, P COS(P, 5)flfS 

les composantes de la force exterieure appliquee a Telemenl ^S de la 
surface du cristal, on aura 

Ni cos(/i/, jc) ■+■ T3 cos(/i/,/) -h T, cos(/i/, z) = P cos(P, .r), 
T, cos(/^/, ^)4-N, cos(/j|,y) 4- T, cos(//|, c) = Pcos(P, k), 
T, cos(/i|, j^) -hT, cos(/^^, r) 4- N:tCos(/i,, z) — P cos(P, z). 

L'inegalite (5) pent done s'ecrire 



(6) 



\ S f^[''Cos(P, jt) -f- i'COs(P, v) -f- iro()s(P, z)]ci)r* 

f 4- / p( X // -h Y i' -4- Z(r) d.r dy dz < o. 



Que signilie cette inegalite? 

Pour imposer au cristal les deformations 

Di, Dj, Dj, (i,, (i„ G;„ 

il faut appliqucr a chaque element r/S de sa surface une force dont les 
composantes sont 

P cos(P, x)d%, P cos(P, V) ^S, P cos(P, z)dS 
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et a chaque element (h de son volume une force dont les composanles 
sont 

X d\\ p Y d\\ p Z clw 

Appelons ee systeme le svsteme des forces F. 

Soumis au svsteme des forces F, et soustrait ii toute influence elec- 
Irique exterieure, le crislal prend une polarisation dielectrique uni- 
forme dont les composantes sont ^l,, ub, s. 

Inversement, le cristal, soustrait a Taction de lonle force exterieure 
et place dans un champ electrique qui lui fait prendre la polarisa- 
tion .A,, 111), a, eprouve des deformations 

■^if ^j» ^«» * M * i> la* 

resultant du deplacement (w, v, iv) applique a chaque point du cristal. 
Appelons ce systeme de deformation le systeme des deformations A. 

Si Von imposait ces mftnes deformations A aa cristal soumis aujr 
forces F, les forces F effectueraient, dans cette modification, un travail 
negatif 

En d'autres termes : 

Lorsquon fait agir certaines forces F sur un cristal piezo-electrique, 
soustrait a toute influence electrique, il se developpe a rinterieur de ce 
cristal une certaine polarisation dielectrique. Si, par l' action d*un champ 
electrique, on dei'cloppait la mime polarisation a Vinterieur du cristal, le 
cristal eprouverait certaines deformations A. Les forces F sont telles que 
leur action s* oppose aux deformations A. 

On reconnait immedialement dans cet enonce une consequence de 
la loi generale du deplacement de Tequilibre. 

On serait tente d'y voir la generalisation de Tenonce donne par 
M. G. Lippmann; nous allons voir qu'il n'en est rien et que, au con- 
traire, la proposition demontree par M. G. Lippmann est en contradic- 
tion avec la precedente. 

Lorsque le cristal est soumis a Taction des forces F, il prend une 
polarisation uniforme qui exerce sur les points exterieurs au cristal la 
meme action qu'une couche electrique Active. La densite superticielle 
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lie cette couche fictive a pour valeur {loc. cii., p. 397) 

I 

- = ^ [ (^ii>' H- '^ijfX -h (}„v) COS( /J/, ^) 

X, (jL, V etant definis au moyon des egaliles (2). 

' Imaginons que le cristal ait la forme d'une lame a faces paralleles 
indefinics, comprise enlre deux plans S<, S^ perpendiculaires a Taxe 
des .r. Deux plans S, , S!. sont infiniment voisins des faces de la lame. 
Sur le plan S', , que rencontre d'ahord Taxe des x, nous dislribuons 
une couche electrique unilbrme de densite 

-1= r-pC-Jii). H-0|,fx -hOijy). 

Sur le plan S!, nous distribuons une couche electrique uniforme de 
densite 

D'apres I'cgalite (7), ces couches reclles sont identiques aux couches 
ficlives qui recouvriraient les faces S,, Sj de la lame soumise aux 
forces F. 

Ces couches produisent entre les deux plans S'^, S!^ un champ uni- 
forme, parallele a I'axe des a?, et ayant pour intensite 

Sous rinfluence de ce champ, la lame cristalline prend une polarisa- 
tion uniforme dont les composantes sont {loc. cit., p. 299) 

£ ()\ A TIE 

Les six deformations a Tinterieur de la lame auront des valeurs 

^l> ^2* ^3» ^1» *S> *8» 



SLR LA DEFORMATION ELECTRIOfE DES CUISTAIIX. 17") 

ilonnees par Ics egalites, analogues aux egalites (3), 

^/j, A'j-h fl^„A;4- ^jaA'j-i- ^jiFjH- a,3r',-+- ^i«r;— u-v-^- /7?,i»i>'-i- n^z 

^/j, A;-i- ^3, A;-i- a33A'3+ flr,vr',4- ajsr'jH- a36r'j=: Iz'V-^ 7713 i»J/ 4- 7*3 z 

^U^i-t- «^VJ^i-+- «43^1H- ^4*r',4- rt^45r,-+- ^^^61%= /vrl.'4- 77l4lll»'-|- 7^^£' 

^75, a;4- flr„A;4- ^53Ai-+- «54r;4- a55r;+ flrser;^ /5.V4- //75 1»i»'-t- 7*5 £ 
^6, A'j-i- ««,a;-+- rtcaA'a-h «6vr;4- «63r't-*- ^66r;= /6-a.'-+- 77i8ui.'4- 776^'. 

Ajoutons CCS egalites membre a membre apres Ics avoir multipliees 
respectivement parD,, D^, D,, G,, G^, G3. Nous trouverons, en tenant 
compte (les egalites (2) et (8), 

(«,iD,4-ai,D,H-a„D3-i-aivGiH-«i4(it-+-«i6G3)A; 
H-(a,,D,4-a„l)j4-a„l)3 4-a,vGi4-flr,5ri,-+-a,eG3)A; 
-+- (^jil)i -H«^3jl>j-+- ^jjl>3-+- ^aiGj -+- ^35<»t-H ««6G3) a; 

-+-(«4ll>|-+-^*5l>t-+-«Un,4-^VvGi4-^;5(ij4-^48G3)r; 

-f- («5il)|-+-«3il>i-H ^ssi^a-H^svGi-f-rtjsGi-l-ajjGs)^, 

H- («f6i Di H- '^fis i>s -+- <5r«jDs -H «fii G, -+- ^65 <ii -+- ^«« G3 ) r; 



f\T:e 



Le second membre de cette egalitc est essentiellement positif ; il en est 
(lone dememedu premier. En raisonnantcommenousravons fait pour 
demontrer la proposition preccdente, nous verrons sans peine que le re- 
sultat que nous venons d'obtenir pent s'enoncer de la maniere suivante : 

Les forces qui imposent a la lame cristalline les deformations 

I),, Dj, D3, Gi, Gj, (j, 

effectueraient un travail positif si Ton imposait a la lame les deforma- 
tions 

Ai, A^, A3, Fi, ij, Fj. 

Ainsi, si ran soumet une lame cristalline piezo-etectrique a un certain 
sy Sterne de forces exlerieures F, la lame prend^ sur ses deux faces ^ une 
certaine electrisation apparente. Si ion communique une electrisation 
reelle, analogue a cette electrisation apparente^ a deux plaques metal- 
liques infiniment voisines des faces de la lame , la lame subit certaines 
deformations y les deformations A'. Si Ton imposait les deformations A' a 
une lame soumise aux forces F, les forces F efjfectueraient un tra\'ail po- 
sitif ; elles tendent done dfavoriser les modifications A'. 
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Ce resultat est analogue a celui qu*a obtenu M. Lippmann, mais de 
sens contraire. D'apres la proposition de M. Lippmann, les forces F 
tendent a s'opposer aux modifications A' et non pas a les favoriser. 

II est aise de voir en quoi la demonstration de M. Lippmann est 
inexacte. 

M. Lippmann definit Tetat du cristal soumis a Taction des forces F 
par les deformations A et par Ve'iat d' electrisation de la surface du 
cristal. Mais, dans cc cas, la surface du cristal n'cst pas electrisee. La 
masse du cristal est dans un etat de polarisation qui equivaut, pour 
les points extericurs, mais non pour les points interieurs, a Taction de 
deux couches electriques reparties sur les faces de la lame. De cette 
confusion decoule la conclusion erronee que nous venons de rappcler. 

La proposition que nous venons de suhstituer a celle de M. Lippmann 
semble, au premier abord, en contradiction avecia loi du deplacement 
de Tequilibre; il est aise de voir qu'il n'en est rien et de lui donner 
une forme qui mette en evidence la concordance de ces deux verites. 

Imaginons les deux surfaces S', et S>[^ mises en communication metal- 
lique Tune avec Tautre. Lorsque, sur la lame, on fera agir les forces F, 
les surfaces S,, S^ s*clectriseront comme nous Tavons vu; les surfaces 
Sj, Sj se recouvriront par influence de densites electriques egales et 
de signe contraire a celles qui recouvrent les surfaces S,, S^. Des lors, 
on pent deduire de la proposition precedente celle-ci, qui est tout a 
fait conforme au principe du deplacement de Tequilibre : 

Si ron soumet la lame cristalline a I'action du systeme de forces F, les 
deux surfaces S,, S!^, reunies metalliquement, se recoui^rent de certaines 
couches electriques; si Von suppose, au contraire, la lame soustraite a 
toute force exterieure et si I'on communique la mime electrisation aux 
deux surfaces S^ , S!^, /« lame eprouve un systeme de deformations (—A'). 
Les forces F tendent a sopposer a ces deformations (—A'). 

M. F. Pockels a montre, dans Tarticle que nous avons cite, Toppo- 
sitionqui existe entre la proposition enoncee pariM. Lippmann et celle 
que nous avons etablie ici ; mais il a regarde la premiere comme exacte 
et la seconde comme erronee. 
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GOURDES ALGEBRIQUES A TORSION CONSTANTE, 

Par iM. E. FABRY, 

PROFESSKL'R A L\ FACULTE DES SCIENCES DE M0NT1»ELLIER. 



Dans une Note publiee dans les Camples rendus de V Academie des 
Sciences (seance du 25 Janvier 1892), j'ai signale une courbe alj^e- 
brique reclle a torsion constante. Je me propose de generaliscr la ine- 
thodequi m'a conduit a ce resultat, et de rechercber parmi les courbes 
en nombre iliimite auxquelles elle pent conduire quelles sont les 
plus simples. 

Une courbe a torsion constante, rapportee a trois axes rectangu- 
laires, est representee par les equations 

, / //- i- /i- -*- /- 

r kdh -h,ik 
- -\\ AM. /;..,_ /^' 

oil A, X% / sont trois fonctions arbitraires d'une meme variable. 

Nous prendrons ici pour h, k, I trois fonctions lineaires des sinus et 
cosinus des multiples d'un meme angle 0, et nous determinerons les 
coefficients de fagon : i** que /r -h k- -\- I- soit constant; 2** que dans 

les trois expressions, telles que / .,- — /• ^) exprimees en fonctions 

lineaires des sinus et cosinus des multiples de 0, les termes constants 
disparaissent. Les expressions (i) de .r, y, z auront alors les memos 
formes que A, X% A et la courbe sera algebrique si les multiples de 
qui y entrent ont des rapports commensurables. 

/inn. de rile. Normale. 3' Sepi«. Tonio IX. — .Kis \^f^i. ^3 
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Nous remarquerons d'abord, pour simplifier la question, que A, X*, 
/sont proportionnels aux cosinus des angles de la binormale avec les 
axes; et si, considerant h, k, /comme les coordonnees d'un point, on 
leur fail subir une substitution correspondant a une transformation 
d'axes reetangulaires fixes, Torigine restant ia meme, ti^-^ X-^-f- /* ne 
change pas, et les derivees de //, X% / et, par suite, x, j, ;; subissent la 
meme substitution; on obtient done la meme courbe rapportee a de 
nouveaux axes. On peut, du reste, facilement verifier ce resultat en 
effectuant la substitution dans les formules (r). 

En particulier, nous pourrons remplaeer h et k par Asina h- X-cosa 
et Acosa — Xsina. On peut encore multiplier A, X-, / par une meme 
constante, ou changer le signe de Tune desfonctions A sans changer 
la courbe (i). Enfin, remarquons que si Tune des fonctions A se reduit 
a une constante, X^h-/- etant constant, un simple changement de va- 
riable montrera que la courbe obtenue est une helice (ce n'est plus 
une courbe algebrique). 

Posons 

i h"=-a -^ b cos). ^ -4- c sin A ^ -4- J cos/jl h h- e sin/jt 9, 
(2) < k — a' -\- //'cosa'O -h c' sin>/ -+- d' co^jx' -h /?'siiifji' 7, 

oil Ton peut supposer 



ot 






Les coefficients d, e nc peuvent pas s'annuler en meme temps, car 
autrement c'est X qui remplacerait (x avec la condition /jr=c = o. II 
en sera de meme pour d\ e' et r/", c". 

Nousallons exprimer que les coefficients verifient les deux condi- 
tions deja enoncees, et nous chercherons les systemes de valeurs 
reolles. 

On peut toujours, en remplagant par 4- a, determiner a de fa^on 
a faire disparaitre le terme ^sinfxO sans changer la forme des autres. 
Soit done e = o, rf^o. 

Si a > ul', dans I'exprcssion SA-, Tangle 2ijlO etant le plus grand, le 
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lermc — cos2(jlO ne pourrait se reduire avec aucun autre, et 2A^ ne 

pourrait etre constant que si d= o. II faut done que [x = ui'. 

Si ijl=[x'=ul", il faudrait \ = \'=\'\ car autrement si X, par 
exemple, differe de X' et de A", on peut loujours supposor e = o, et le 

terme constant dans k .^ — A.™ est — ij,de : il faut done e'= o; on 

aura de meme e*'= o, mais alors dans Lh'^ le terme en cos2ulO ne 
pouvant se reduire avec aucun autre donnerait 

ce qui est impossible. 

Mais, si ijl = ul'= ijl' et A = A'= A", on peut combiner les fonctions 
X", / par une rotation d'axes, de fagon a annuler le coefficient de sin ulO ; 
on a alors e = e = o, et en combinant h et A on peut avoir d = e = o, 
ce qui est contraire a nos bypotheses. On a done necessairement 
UL = jjl'> ul" et X ~ W car autrement on aurait encore ^ = o, ade'—o, 
d'oii e'= o et d^ -h d"^ = o. 

Nous pouvons, en outre, supposer e== o en remplagant par -+- a; 
on fera ensuite disparaitre le coefficient e par une rotation d'axes 
entre A et ^^ ce qui ne cbange pas la forme des autres termes puisque 
X = X'. Les termes en 2ulO dans L/r donnent alors 

d'oii 

et Ton peut supposer d = e'=^ i sans changer la generalite des solu- 
tions. Les equations (2) se ramenent alors a la forme suivante : 



i h=z a -Jr cosA -h c sinX -+- cos/jl'5, 
\ k — a'-h //cosX -¥- c'siiiX -h s'lnuO, 



(3) i k — a'-h //cosX -¥- c' sill A -h sin/jL( 

L'angle le plus grand qui reste dans 2 A- est alors ([/.-f-A)0 ou 
2(jl"0; si les termes en 2ijl''0 ne se reduisaient avec aucun autre, on 
en deduirait rf= o; si ceux en (un-X)O ne se reduisaient pas, on au- 
rait 

b — c'— b'-hc — o, 
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et le terme constant do k-^ — h^jy qui est (be' — r//)X h- ul, donno- 
rait 

A et [X etant positifs, il n*y aurait que dcs solutions imaginaires. II 
faut done que 

' '2 

et X" ne pent pas etre egal a X, car autrement la seconde condition que 
doivent remplir A, X-, /donnerait 

( he— cb' ) >. -'v tx .-= o, 
(O'c"-c'h-')l — o, 
{b" c — c"b )A ..= <), 

ce qui n'est possible que si 4"= c"= o. 

De menie, si les termes en ([jL''-hX")0 ne se reduisaient pas dans 

lA', on en deduirait 

b''d-c''d — o. 



Done, si //' et c" ne sont pas tons deux nuls, il faut que X^h- ^ — 
soitegal a Tune des quantites a, 2X, ou ix — X, c'est-a-diro que 

^., a — X 3 ). — JUL a — 3 A 

/ = c , -^ oil --- - • 

De plus, les termes en i\j1'^ z= (ul -h X)0 ne peuvent se reduirc avec 
aucun autre dans ^h\ et Ton en deduit 

{ b'^—c, 

,,, \ cV'='x{c'-b), 

(■») < 

f bc'-\-C'-\- i = o, 

cette derniere equation etant donnce par la seconde condition entre /* 
et /•. 

Nous aliens inaintenant examiner separement les trois cas suivants« 
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Dans ce cas, les formules (3) deviennent 



l'=-v/? 



C0S>.9-hC0SfJl^, 



Solution / <A = -f- 4 /^ sin "kO -\- sin /jlO, 

On obtient la courbc deja signalee dans Ics Comptes rendus de l' Aca- 
demic des Sciences; il suffit d'un simple changemcnt de variable et 
d'axes de coordonnees pour ramener les equations a la meme forme. 
Si [X =: 3X, \k" -— 2X, on a, outre les equations (4), 

lb' -\- be -Jf b'c'zzzo, 

On en deduit 

Mais si A — c'= 2, on aurait rf' = — 4» solution imaginaire; il faut 

done 

b' = c = o et bc'=—3, 

d^=z2(c'— b), ^a'd^ {c'-h b) (c'— b — 2). 

Les quatre coefficients b, c\ a\ d qui restent dans les equations (3) 
dependent d'un seul parametre. Si Ton suppose rfarbitraire, on a 






et Ton obtient une deuxieme solution reelle 

// =: ^ COS0 -hcos3^, 

Solution II { A = c' sin0 4- sin3(?, 

I zzia" -\- dcos26. 

On pent toujours supposerc^> o, et il faut rf^> 4 V'S; a chaque valeur 
de rf correspondent deux systemes de valeurs de b,c\a"\ mais, si Ton 
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change le sif^ne du radical, c' et b se changent en — /> ot — (y, a" 

change dc signe, ct si Ton change en - — 0, A, k, I sont remplaces 

par — /•, — h, — I, et I'on retrouve la ineme courbe; il suffit done d*' 
prendre les valeurs 



d- id' 



*.TT 



el a chaque valeurder/superieurea 2^3 correspond une seule courbe. 

Dans le deuxieme cas, A" = ±: ^-^"-'^ > o ; il faut que dans 2A^ les 

termes en 2A"0 puissent se reduire avec d*autres, car autrement Ton 
aurait//'= c'=o, et Tonserait rameneau premier cas. 11 faut done que 

et, en tenant compte des valeurs de (x" et X", il en resulte que 

;jL-Lzi}., W 5)., 7/, -}/. oil J A. 

Mais, si ul= 2 A, 

'1 -i 

ce cas peut etre considere comme rentrant dans le troisiemc : nous 
Tetudierons plus loin. 

Si uL = '^A, ul"= iJA, A"= -J les termes en (xO et (jl"0 entrant isole- 

ment dans 1A-, on a 

a := ri'i- a" =1 o, 

et ceux en 2A"0 restent alors seuls; done 

h L-. r =- o. 

On est ramene au premier cas. 

Si [x= )A, on a X = A", ce qui est impossible, et il ne reste que 
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trois valeurs possibles 

l^ — l'>y f^ OU !>.. 

Dans CCS trois cas, l*angle XO ne peut etre cgal a aucun autre de ceux 
qui entrent dans 2//- et I'on a 

ah -{- a' b' ^= o, 
ac -h a' c' ::=L o 

ct commc, d'apres Ics equations (4)» 



il faut que 



bc'—cb' = — ^< o, 



a=:^ a' ^^ <). 



Si [X = jX, [x'= ^X, X"= JX, les termes en 2X"0 ne peuvcnt plus se 
reduire et //'= r''= o. 

Done jjL = 7X OU !;X, et dans ces deux cas ul"=2X"; le terme en 
sin2X"0 donne 

Si Ton suppose //'= o, 

/ = rt" 4- c" sin )/ H- <^/ cos 2 >.'' {/. 

Si Ton change en -f- y^^i on aura 

et Ton peut, par une rotation d'axes, ramener h et k a conserver la 
meme forme (3). On peut done toujours supposer 

c^-o, b":,o. 

Examinons d'abord le cas oil pi = 7X, u."-- 2X"= \\ : on a alors les 
equations 

:\ a (( -\- b -!-(►, 
//V/-l_/, 4_ (..'=: u, 

r/^-- •.>.((•'— //), 
/>r'H- - -0; 



SIR l.ES COURBES AUiEBRlQrES A TORSION CONSTANTE. 1 85 

on eliminant a" et b'\ on a 



(/^-h c')\b — d-'^-\ ^^ :=io; 



or 6 -he' = — b'd^o, el en eliminant h ct c' on a 

^-h J^/*H- 56 — o, 

equation qui n'a que des solutions imaginaires. 

Dans le cas oil ui = pv, [jl"= i\" = \\ on a les equations 

a :.- a' =r c'zzi o, f/ _- C 1^ o, 

be' -\- \ — o\ 

en eliminant a" et b\ on a 

( /y -h r' ) 2 -h (■ 






or 4-hc'^'o, carautrement Ton aurail h'd =z o, et, en eliminant h et c', 
on a 

o'-i(f)'-»- -»■ 

Otte equation donne, pour rf% une seule valeur positive, et Ton pent 
supposer rf> o; on a ensuile 

c — t* = — > 

2 

c'-h^^^=t:|v/2(r/-4-/,); 

//' et a" sont ensuite donnes par des equations du premier degre. .Mais, 
si I'on change le signe de c'h- />, on voit que c' et b se changent en — b 
et — c'\ b" change dc signe, et il suHit de remplacer X"0 par r. — A' 
pour retrouver les memes formules (3), h el k etant permutes. Nous 

Ann,de I'Ec, NormaU. 3" Scrie. Tome IX. — Jew 189a. ^4 
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obtenons ainsi une troisieme solution 

I h =L b cos3^H- cosoC, 
Solution HI < A* =: c' sin 3 9 -h siii55, 



/ nza'-t- b" CO^'XB -h ^C0S4&, 



on 



d*' 



b —— -J- 4- -.V.Sfl^*H-8, 
d} 2 






et 



x a 



(f)'-l'(i'y-s.o. 



r/>o. 



Lcs cocnicienls ont des valours complelenient determinees, et Ton 
n'oblient ainsi qu'unc seule courbc reelle. 

Kxaminons enfin le dernier cas on X"= \ |i."= \ on doit 

snpposer ijl^3X, car autrcment A"=X; it en resulle que le termc 
2r/^/cosuL"0 dans XA- ne pout pas sc reduire el 



^"=10. 



Si uL^2X les termcs en 2XO et (u. — X)0 donneraienl 

b'—c'zzzO', 



il faut done 






On a alors entre les coefficients les relations 

rt' — o, b' = — <\ 

b- — c'^ C(i^ 

'Aa -h b It -\ in-- o, 2 a' -h c a = o, 

2 •>. 

b" c"-!- 'lac -h 2 a' c' — c^d — 2 c =: o, 

h 2ab — 2a' c 4- b" d -{- b 4-c'==u, 

r/*=r 2{c' — />), C'-\- be'-}- 2  -o. 
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Ces formules contiennenl deux paramctres arbitraires. Pour les 
mettre en evidence, posons 

on deduit alors des equations precedentes, en eliminant a, a' et //', c\ 

d'oii 

On pent choisir arbitrairement/? ct /;>, alors 



et r/aura deux valeurs reclles pourvu que b<^o et que/>^ ne soit pas 
compris entre les deux expressions positives 

— (/>^ -f-/t)±v/6^ ;*-hili 
xb 

Les valeurs de c, c\ //, c", puis a et a' sont ensuite donnees par des 
equations du premier degre. On a ainsi une nouvelle courbe reelle. 

!A = a -f- ^ cos 2^ 4- c sin 2 9 4- cos4^, 
k^=a'—c cos 2 6* 4- c' sin 2 9 -f- sin 4^, 
1=1 ^"cos 0H-C'' sin 0-hdcos36; 

c =i2p(q — d), 

C =1 O n » 

2 

// ^(d^^f^)l-^d(b-l}, 
c" =: ( 2 — 5 r/* )/? 4- 'ipqd, 

" = |-'(j-)-'^*^''r 

ia'=ipdl 2 — <7^/j, 

7 = dz \^p^—b, d^ (- 4- 4/>' ) — 8/)* 7^ 4- i^ 4- (/>' 4- 7*)* = o. 



1 88 E. FABRY. 

Si Ton change p on — p sans changer 6, q, r/, c, c" ot a' changont de 
signe, et il suflit de rcmplacer par —0 pour retrouver la merae 
courhc. On pent done supposer /> > o, ct de meme y > o, car, si Ton 
change q en — q, en changcant le signe du radical de rf, on a un 
resultat analogue. 

Pour chaque systeme de valeurs de /^^o, 6<o, tels que rfsoit 
reel, on a done deux courhes; mais il est facile de voir qu'elles ne 

sont pas toutes distinctes, car si Ton change en H- 5' en combi- 

nant A et^pour leur conscrver la meme forme, on retrouve la memo 
conrhe p ot b ayant change do valeurs. Pour obtenir les courbes dis- 
tinctes donnees par les formules (IV), posons 



r/ 
p :- p COSO), 7 =r p SIIIW 



el 



on en deduil 



(I =z oa, 



ol"'^ 



6 =: p' [ COS x '1) — a sin f,) y 19 



a^ 'X 



2 3c sin 3 rj) := I -f- a- -^ -\- . 

lO &• 

I 

Si Ton donne p et a, que Ton peut supposer positifs, pourvu que 
sin3(o soit compris entre — i et -f-i, on aura, pour o), six valeurs 
distincles. 

Si Ton exprime tons les coeffi(*ients en fonction de p, a, oj, les for- 
mules (IV) deviennent 

h — — \ p* a- cos 2 0) — p*a[sin oj -+- sin (?. {? -i- f,)\] n- p= cos (2 6' — 2w) — ^—- cos2!}-+- COS4O, 
X --— J p* a- sin 2m — p-:z[('osr,) _cos(.>5 -i- o))] -4- p'sin(2 5— 2(o) 4- ^— sin 2^ h- sin .4 G, 



0' y.- 



i ziz p^oL cos ( — 2 0) ) -h p ( 2 — ! j sin ( + 0) ) H- p5£ cos 3 (;. 



9 "^ 



Si i'on change co en w -4- -;,'- et en -4- j» en rempla(,'ant A et i par 
// cos ■;. ^sin-V- et//sin .,'- -h^cos-~> on retrouve les memes for- 

.> o ^) «5 

mules, /etant seulement ehani^e de siune. 
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i)e memc, si Ton ch.ange w ot en ^- — w et — ^ — 0, en combinant 

li vAk par une rotation egale ii tN on retrouve la meme courbe: ii des 
valeurs determinees de p et a correspond done une seule courbe, et 
Ton pent supposer w compris entre — ^ et -f- ^• 
On devra prendre 

et c doit verifier les conditions 

p 

Va\ substituant les valeurs de A, X*, / dans les equations (i ), on 
obtient les equations des quatre courbes suivantes : 

( .r =: ---^ — sin />V — ^ sin (7 — />) v sin (7 H- />)v 

Courbe 1... ' V - _{^\ oos/>0 — -^^-^ [— — cos(// --/>)9 h L_ cos (7 4-/^)0 

3 -- -. - - -^ SU179, 
(A -hi)* 7 



ou 






et 7 > 2/;. 



Les premiers paranietres X et a out ete remplaces par ^ — p ci^ -h/?: 
celtc courbe renferine un seul parametre arbitraire - qui doit etre com- 



Courbc 



i .2= r^  '^ ' ., ( A sin0 4- B sin3{)-H -^sinri^) ), 
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DM 



A - (A -^ 3) (}. ^ iV-^}.(l ^ b)\}*— i. 

A'=: I /. -- 3 • { A — I »'— >.» >. -r- !>U >.'— 3, 



R = 



B' 



I /. -- 3 « ( A — I »' — >. ( /. -r- !> ^ >.' 



4 



Dans le cas limite a = \3, on retrouve la courbo I, oil - a la 
valeur j. 



I 



.r =_ 



^> r 

- > — 3 {"' [ 



A >in7 — H >in3v--C <iii.V3 — H siii-3 



=— sinoC- L 



r.ourhe III 



V = - / ^ ^ , I— A'cosS — n'cosSS — r;cos5 5 — U cos-5 r^ cosc|vL 

^ ^ ; >. - 3 .= I ~ 



n >- 



sinsS — 7—^^ sin 8 



^ . / - I 



\ =:v'-^2)(3/. — ^^ — (i4 — 



J 



2/ 

/. J i : » 

\ /-I 






v 



/ — 1 



O A \ A — I 



n :rr- >. - 



A — O 2 A 



3 A 



V 



/ — I 



r = - 1 - ' 



/ ^ / 



- _ ' '• 



A .1 / 



A- I 



h -: - - - 1 



v 



»/ 



/- 



l> ^-: 



/ — I 

1 ?'t 



= \ ^ 



I 
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»9" 



ti^ 



A = -,- represente la racine positive de Tequation 






' .rnz - 



(p«+i)' 



{•< 



[—. sin^On- (A — 7- I sin55— B cos55 
14 V 40/ 



(Ccosjiw — I) sinw) sin30 4- (Ksin2f«) — Fcoso)) cos3^ 
-h (II 4- L COS20) -+- M siiiG)) sin(? 

(K cosSg) -h L siiivicij -+- Mcosw) cosO 



Vi- 



(p'-^i)' I 



Courbe IV'. 



>'( 






7 COS 7 6' — ( A -f- 7- I cos 5 9 — B sin 5 5 

'4 V 40/ 



H- (C sin-.icij — I) coso)) sin36' — (Ecosuri) — Fsiiico) cosS^ 
-h (— II H- L cos 2 4- M sin w ) cos 5 

-4- (K cosSgj ~ Lhin2&) — M cosci))sin6 L 



(P^-i-i = I 



— VjYi —siiiG^-h '^-^sin(45 — 2&)) — p^cos(4 



^-h w) 



pM — . -h^— 3-1- '— T— sin(20 4-2o>) 
\iO 4 / 

— -I- I &* t: -+- 4&*— ^^— 'O) COS(26— 0)) 

4 V '^ ' / 



COS 2 'i) 



B 



- 3 7- ) sinoj, 

^ \ 4/ 

pV . p/' ^n 

J J V 4 / 



<:-K^^;^f- 



i: — 



3 

rt — — — -^ — > 








.\V 2 lO 



tp 



4-2p»— 8), 



,.-K.-ef(,+fi. 
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d- .'■ ,' - - /^ 






). 



K ' 



ON 



>in3'x.= — -,(i*-^oV/'-_^ -2), 
20V/^' • lb ' 

I 

oj elant compris ontre — ^ cl -+- t el c ot ^/ poiivant prendre lous les 

' 0' 

systi»mes iIp viileurs positives qui rendent co rt»el. 

On peul reinar(|ner qu<», dans le cas liinite oil c = o. on a (P= \ \ 2, 
et Ion relrouve la courbe I, oil q = Gp. 

Courhrs imaf^inaires, — La discussion precedente montre que la 
meme nietiio<le donnorait un assez j^rand nombir tie solutions imagi- 
riaires. Lescalcnls seraient heaueoup nioins sini|>les, cardans les for- 
niuhfs (2) on ne |)eut pas toujours annuler les coefficients coniine dans 
le cas des variables reelles; pour qu'un clianj^iMuenl de variable per- 
nietto d'annuler e, par exemple, il faut supposer e'-^d'^o. Nous 
allons examiner seulenicnt le cas le plus simple oil les fonctions A, X\ / 
ne contiennent cbacune qu'un seul anjrle, c'cst-a-dire oil, dans les 
formules (2), (h\ de\ d"e" sont nuls. II est facile de voir qu'il faut 
alors que 

et si //--f-r"^ n'est pas nuK on pent su|)poser c"= o; on arrive alors 
aux deux solutions suivantes : 

h—: a ~\- cos '.>{). 
( I) L-^za'— £cos9.^, 

' / z.:. 'X i \a — a' i cos 0, 

h — a -h cos 'JL -\- i sin 2 (5, 
(II) ) k-—a'-\-ic,o\>iO — shi'-iO, 



J .__ .... 

' /— £y/i(a -+- flf'/) (cos(? 4- £sin 



0) 
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Mais la seconcle se rainenc a la premiere en posant 



A— cosO\ 



d'on 



«a6j 



I i- ros2 0' 



M)'5 



I.es equations ( I ) donnent 



2/ 



.r -- 



\-a — a' i{ a -\- a' i — i) 



[cos3(; / 3 , . \ , 



y"-~ -:= 



— 'Xtl 



fees 3(5 /3 



-h ( j rt j cos 



ii 



a -h a' i — 1 



cos'i G* 



vi 



9.t 



S : z 



cosO. 



\'A  - a — a I 



On retrouve ainsi la cubique gauche rectifiable deja connuc. 
Si Ton pose 

P = 



- > 



a -h a' i — 2 



/i=:2 — a — a If 



el 



m —- \^a — a'i 



cosO — u. 



les equations pronnent la fornio obtenue par M. Lyon | Annates de I'm- 
seigncment superieur de Grenoble, (M|ualions (lo), p. '^{)5]. On pent 
riMnarquer que, si Ton remplarc la variable // par w//i, il ne resle, oulre 

lo facteur d'bomogeneile m-/^, qu'un seul paranielre — ^» et un simple 

cbangement de variable monlre que cette cubique est identique a la 
courbe ((>) page 3Go du meme Memoire. 

/4na. tie I'Ec. \ormale. 3* Seri«*. Tome IX. - Jlin iSrj'i. 
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La melhodo do M. Lyon pout du reste conduire facileincnl aux 
courhos reolles que nous avons obtenucs. Cette melhodo consiste a 
|)oser 

\ / — /n 



u 



W I 



C k 4- /// 



//j = — ^ 



H ~ / 



Les courbes a torsion ronstanto sont alors donnoes par les equations 
(p. 30 1 <»l ^72) 



(It. 



r ^/^/, _ riuy-ci 






oil, pour les courbes reelles, /^ et u^ sont deux fonctions iniaginaires 
conjuguees d'une meme variable, et pour les courbes algebriques uni- 
eursales A, B,(]sont troispolynomesentiersen/. Mais il taut reniarquer 
(|ue les parties reelies de la eourbe peuvent correspondre a des valeurs 
iniaginaires de la variable, etwet //, etant deux fractions rationnelles 
en / peuvent etre imaginaires conjugues sans que les coefficients le 
soient. 

Par exemple, pour la eourbe reelle (I), on aura 



k — In V /• 

// - — =z =— ^ — ^ 

t 4 /jjL / -4- U 

2 / I / ? COS -^ 

y A 2 



/ -i- hi 



,>-JxO/_y /^^./.Oi 



/ w„ >^^^^ 



2 / i / r- cos 

y A 2 
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et si Ton poso 



rl 



on a 



7 « 7 



/J'=i/, 



l^-P^ iPi/ J- L 

^^ V 7 — 3/> 

V 7-'V> 



//,=: 



//•_ i',-Pk / I L 



_ ,-V7-^'V^ 






el Ton <ievra |)os(M', dans les formulas de M. Lyon. 






V 7 -••'/> 






On voit que, pour oblcnirles points reels (le lacourbejl faul donner 
ii / des valenrs imaginaires de module i, et la valeur eonjusuc'-e de // 

s'ohtient en eliangeanl / en - et /en — i : on retrouve ainsi //,. 

I.es Irois autres conrhes reelles que nous avons ohlenues |)euvent 
evideninienl se delerniiner par la njeme inetiiode; par exeniple, pour la 
rourhe (II ), on aura 



// 



llx — 



\/ H^ 4 

/\r/"-+- </ cos ■.<()) 

,.- 3';/ ^ ,,-0/ 4 / IL ._ 3 _ ^_ ,,0/ 



fX^/"— ci C06:i0) 
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et en posant (^' = t on aura les trois polynomes 



.\fi y lb 2 



\/ — r-h i 






Pour ramoner les points reels de la courbe a corrcspondre a des 

valeurs reelles d'une nouvclle variable, il sufTit de poser / = j——.\ on 

obtient alors, pour a et ^/,, des fractions rationnelles de la variable 
reelle 0, dont les coefficients sont imaginaires conjugues. 



SUR i;i]NTEGRAT10N 



DES 



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES, 



Par M. E. VKSSIOT. 

PROFESSKIR AU LYCEK DE L YON- 



INT R O D U C T I O N. 

J'expose, dans ce travail, une thcorie de I'integration des equations 
differentiellcs lineaires, qui est entierement analogue a la celehre 
theorie do Galois sur la resolution des equations algebriques. La pro- 
position fondamentale en est la suivante : 

A chaque equation lincaire d*ordrc n correspond un groupe con linn 
fini de transformations lineaires homo genes a n variables^ qui jouit de 
proprietes semblables a celles du groupe de substitutions d*une equation 
algebrique, 

M. Picard avait etabli Texistence de ec groupe, mais sans en enon- 
cer completement la double propriete (*). 

Mon point de depart est Tetudc des fonctions rationnelles des inte- 
grales (forinant un systenie tbndamental) d'une equation lineaire et 
des derivees de ces inlegrales. Hllle comprend une theorie de la trans- 
formation des equations lineaires, analogue a la theorie de la transfor- 
mation des equations algebriques, et conduit a une proposition qui 
correspond au theoreme de Lagrange sur les fonctions rationnelles des 
racines d'une equation algebrique. L'existence du groupe de transfor- 
mations d'une equation lineaire donnee et les proprietes du groupe 
s'en deduisent. L'integration de Tequation donnee au moyen d'equa- 
tions auxiliaires est alors liee a la reduction progressive de son groupe 

(*) Comptes re/idus ( i883) et Annates de Toulouse (1887). 
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do transformations. La methode a laqucllc on arrive ainsi est la seule 
possible, si Ton s'astreint a n'employer cornine equations auxiliaires 
que des equations jouissant do ecrtaines proprietes earacteristiques. 
Kile donne la condition necessaire et suffisante pour qu'une equation 
lineaire soit integrable par des quadratures, et de la resulte, en parli- 
rulier, Timpossibilite d'integrer, au nioyen de quadratures, les equa- 
tions lineaires j^jenerales d'ordre superieur au premier. 

La theorie des groupes de transformations, de M. Soph us Lie, sert 
de fondement ii ce travail. C'est d'ailleurs en etudiant sa belle methode 
d'integration des syslemes eomplets que j'ai etc amene a nroceuper 
<les (Mjuations lineaires, et les idees generates de Tillustre savant nor- 
vegien sur Tinlegration des equations differentielles m'ont constam- 
menl guide. Aussi je tiens a lui exprimer ici toute ma reconnaissance 
pour la bonle avec laquelle il a bien voulu, pendant mon sejour a 
Leipzig, m'initier ii ses theories si lecondes. 

(]e travail est divise en trois Parties. Dans la premiere, j'expose 
<|uel(|nes principes, indispensables pour la suite, sur les groupes de 
transformations. lis sont presque tons empruntes a I'Ouvrage de 
MM. Lie et Engel (' ). La demonstration du Iheoreme du Chapitre I, 
n" 1, m'appartient, ainsi que les developpeinents du (llhapitre II, dont 
les resultats ne peuvent d'ailleurs etre inconnus a M. Lie. 

La deuxieme Partie contient Texposition de la theorie generale de 
rintegration des equations lineaires, telle que je Tai esquissec en 
commencant. 

La troisieme Partie est consacree aux applications. Je les ai limitees 
aux equations du deuxieme et du troisieme ordre. J'arrive a celte 
conclusion, qu'il ne pent pas se presenter dans Tintegration de ces 
equations de particularites interessantes autres que celles qui out ete 
deja signalees, notamment par Laguerre et Halphen. 

Devant Timpossibilite d'une bibliographic complete, je me suis 
borne a citer les Memoires qui m'ont ete utiles. J'ai indique en pas- 
sant, notamment au sujet des equations auxiliaires, quelques lacunes, 
sur lesquelles je me reserve de revcnir. 



( *) Theorie (Icr Tranxformationsgruppen. (Inter Mittvirkung vou D"^ Hiigel, bearbeilet 
von Soplius Lie (Tcubnor. i88«). 



Sn; l/lNTKCIlATlON DKS KOIATIONS DirKKriKN TIF.KLKS UNKAIKKS. !()() 



PUEMIEKE PAUTIE. 



(JIAPITHE I. 

SLR LES r.ROi:i»ES DE TRANSFOKMATIONS KT SCR LKS INVARrAMS DIFKf RKNTIKLS. 



I. Principes fondamentaux. — Nous romincnrous par rappelrr 
(juelques propositions, qui sont tbndamonlalcs dans la throrie (h»s 
f^roupos (le transformations, (»t qui sont (railleurs hien connurs. 

Soient 

h»s equations ifun groupe continu iini dc transformations. I.es fonrlions 
x\, ... ,^), des indetenninecs.r,, . . . ,0*,, etdes param(»tr(»s(ossenti(ds) 
a,, . . . , a^' definies par cos relations, satisfont a des equations aux de- 
rivees partielles de la forme 



/• 



( £ =r 1,2, . . . , /< ; /» nz 1 , 2, .».,/•), 

qui peuvenl encore s'ecrire 

r 

(/— 1,2, ...,/i;y :=z 1,2, ,..,r) (*). 

Si Ton pose alors 

n 

(4) y^kf—^lki{jr^, ...,^,i) j^ (A — 1, 2, ...,/•), 



i-\ 



(*) SoPHUS Lie, Theorie dcr Transformationsgruppen, I, p. 34. 
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le groupe peut elre considere comme defini par les r transformations 
infinitesimales qui ont pour symboles 

c*est-a-dire que rensemble des transformations du groupe se confond 
avec Tensemble des transformations de lous les groupes a un para- 
metre engendres par les transformations infinitesimales dont le sym- 
bole general est 

r 

k -\ 

oil r,, . . . ,c^ sont des conslantes arbitraires (*). 

On peut enfin, pour definir le K'*oupe donne, remplaeer les transfor- 
mations infinitesimales (4) par rcombinaisons lineaires de ces trans- 
formations, qui soient elles-memes lineairement independantes. 

Inversement, pour que r transformations infinitesimales indepen- 
dantes (/j) definissent un groupe continu fini de transformations a r 
parametres, il faut et il suffit qu'elles salisfassent a des relations de la 
forme 

r 

(5) (X,, \k): 2^ Ci,,.s\s (/,/.■ — 1,2,.. ., r), 

s - I 

oil les quanlites C/^^, sont des constantes(-). 

(les constantes definissent la composition ou l^struciuredu groupe ('). 

2. Groupes complexes. — Outre les groupes que nous venons de con- 
siderer, il en est qui ne peuvent pas etre definis par un seul systeme 
d'equations. Tel est, par exemple, le groupe de toutes les transforma- 
tions de coordonnees rectangulaires du plan, qui ne peut etre repre- 
sente que par Tonsemble des deux systemes d'equations 

y -. :v cos a — y sin a, 
v' zi .r sin a H- r cos a; 

.r' -:: jr COS a 4- V sill a, 
r' :z^ X sin a — j cos a. 



(^M Sopiii'S LiK, Tranxformations^ruppcn, I, p. 75. 
(') IhuL, I, Ch. 9. 
(^) Ibid.. I, Ch. 17. 
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Nous appellerons, pour abreger, un tel groupe un groupe complexe. 

A regard de ces groupes M. Lie a obtcnu le resuUat suivant (*). 

Tout groupe complexe estdefini par un groupe G, engendre pardes 
transformations infinitesimales, el par uncertain nonibre de transfor- 
mations finiesT,, .. .,!,„_,, laissantle groupe G invariant (*); de telle 
sorte que Tensembledeses transformations se compose des m families 
de transformations 

(6) ToG, TiG, .... T,„..iG. 

To designe la transformation identique. De plus les transformations T| 

doivent verifier des relations de la forme ^ ^'^ 

r 

T/T^-^TyS, 

oil S represente une transformation du groupe G, maisaucune relation 

de la forme 

T, = TaS. 

Si G a r parametres, nous dirons aussi que le groupe complexe (6) a 
r parametres. 

Dans la suite, a moins que le contraire ne soit expressement spe- 
cific, nous ne considererons que des groupes non complexes, c'esl-a-dire 
engendres par des transformations infinitesimales. 

3. Invariants differentiels (^ ) - Nous n'aurons a considerer que des 
invariants differentiels d'une nature tres simple. Dans les equations (i), 
qui definissent un groupe de transformations, nous supposons que 
a?,, . . ., ^rt sont des fonctions d'une variable independante t\x\, ...,3?^, 
sont alors d'autres fonctions de cette variable, et leurs dcrivees suc- 
cessives, prises jusqu'a Tordre A par exemple, sont liees a x^, ..., x,^ 
et a leurs derivees jusqu'a Tordre h par des relations qui se deduisent, 
par differentiations, des equations (i), et qui definissent avec elles un 



(») SoPHUS Lie, I, Ch. 18. 

(») Nous disons, avec M. Lie, que T laisse le groupe G invariant, si le groupe T-* GT 
esl identique au groupe G. 

(•^SoPHUS Lib, Transformationsgrupperiy I, Chap. 25. 
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groupe de transformations aux variables 



doc^ dxn d'^Xi d^x„ 



^u • - ^ni -yr> •••' ^77"' • ' lUT' '"' 



— — • 



dt' ' dt ' dt^ dt^ 

Tout invariant (absolu) de ce groupe prolonge sera dit un invariant 
differentiel d'ordrc Adu groupe donne. 

II estalors evident que la derivee d'un invariant differentiel, prise 
par rapport a /, est un nouvel invariant differentiel, et c'est la une re- 
marque qui nous sera trcs utile dans la suite. 

Les transformations infinitesimales du groupe (i), prolonge jus- 
qu*aux derivees d'ordre h, s'obtiennent d'apres les regies donnees par 
M. Lie et son I 



n 



xf/=2".<'>i-2^«'.«-4i -.-SS^."-) ^. 



d ^ /=, d 



df^xi 



Les invariants differentiels d'ordre inferieur ou egal a Asont les in- 
tegralcs du systeme complet forme de celles des equations 

qui sont lineairement independantes. fl en resulte que ces invariants 
differentiels s'expriment en fonction d'un nombre limite d'entre eux, 
qui constituent un systeme d'invariants fondamentaux. 

4. Groupes simples et groupes composes (*). — On dit qu*un sous- 
groupe H d*un groupe G est invariant dans G si, quelle que soit la 
transformation T appartenant a G, le groupe T~"*HT est identique au 
groupe H. Si les deux groupes H et G sont definis par leurs transfor- 
mations infinitesimales, on reconnait Tinvariance de H dans G au 
moyen du theoreme suivant : 

Pour que le groupe 

(H) X, ...X;;, 



(MSoPHUS Lie. Transformntion^f^ruppeny I, CJiap. 15, 17 et 21. 



suR l'integration dks equations differentielles lineaires. 2o3 
soil invariant dans le groupe 

ilfaiit el il suffit qu!il existe des relations de la forme 

m 

(\,X;„^^) —^yiks^s ('" i» 2, . ., m; k —-1, 2 r - m), 

oii les YiA, sonl des constantes. 

Nous dirons encore que H est un sous-groupe invariant maximum 
de G, s'il est invariant dansG, sans etre contenu dans un autre sous- 
groupe invariant do G. 

Un groupe de transformations est simple s*il ne contient pas de sous- 
groupe invariant; dans Ic cas contraire, il est compose. 

Etant donne un groupe compose G, on pent trouver au moins une 
suite de sous-groupes 

(j, Hi, 11}, ..., Y\m—\y 

tels que chacun d'eux soit un sous-groupe invariant maximum du pre- 
cedent et que le dernier soit simple. C'est ce que nous appellerons 
une decomposition normale du groupe G, et nous nommcrons indices de 
cette decomposition les nombrcs X^, X^, ..., X^ definis de la maniere 
suivante ; X^ est la difTerence entre les nombrcs de parametres de G et 
d'un sous-groupe maximum (*) de G con tenant Hf ; \ est de meme la 
difference entre les nombres de parametres de H^ et d'un sous-groupe 
maximum de H| contcnant H^, et ainsi de suite; eniin X^ est la diffe- 
rence entre les nombres de parametres de H^^,.! et d'un sous-groupe 
maximum de H,„. «. 

Gela pose, nouspouvonsenoncerle theoreme suivant, qui intervient 
dans les applications de la theorie des groupes aux questions d'inte- 
gration. 

TH60RfeME(*). — Dans toute decomposition normale dun groupe, les 
indices sont les mimes ^ a Vordrepres, 



(*) C'est-di-dire ayant lo plus de parametres possible. 

{}) L'^nonce de ce th^or^mo nous a 6t6 communique par M. Sophus Lie. 
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Soient en effet deux decompositions normales d*un groupe G 

(I) GIIlH]. . .H;„. 1, 

(11) GK,K,...K^_,; 

nous pouvons supposer que H| et K^ ne coincident pas, sans quoi, on 
demontrerait le theoreme pour le dernier des sous-groupes qui serait 
le meme dans les deux suites. Deux cas peuvent done se presenter : 

Premier gas. — H| et K| n'ont pas de transformation infinitesimale 
commune ; ces deux groupes sont, par exemple, 

(Hi) Y,Yi...Ya^, 

Les transformations infinitesimales 

definissent un groupe qui est invariant dans G; il se confond done avec 
G puisqu'il contient H|, par exemple. 

De plus, H| (et de meme K^) est simple, car, s'il contenait un sous- 
groupe invariant Y|, . . . , Ya', les transformations 

definiraient un sous-groupe invariant de G con tenant K,, ce qui ne 
peut etre. Soient alors 

deux sous-groupes maximum de H, et de K| ; on voit facilementque 

sont : le premier, un sous-groupe maximum de G contenant H|, et, le 
second, un sous-groupe maximum de G contenant K|. Done les indices 
de composition sont, pour la suite (I), 

et, pour la suite (II), 

k-k\ l-l'; 

le theoreme est done vrai. 



SUR L INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES. 20D 

Deuxi^me CAS. — H| et K4 ont, en commun, un certain nombre de 
transformations infinitesimales, formant un groupe L, 

(L) XiXs...Xa* 

Les transformations iniinitesimales de H, et de K, sont alors respec- 
tivement 

(H|) XjXj. . .X^Yi Yj. . .Yjt, 

L'ensemble des transformations 

constitue un groupe qui est invariant dans G et se confond par suite 
avec lui. De plus, L est un sous-groupe invariant de H| et deK,, et 
meme de G ; car tout crochet (X/, Yy) doit etre fonction lineaire des X 
et des Y, puisque ceux-ci forment un groupe H,, et fonction lineaire 
des X et des Z, puisque K^ est invariant dans G ; il est done fonction 
lineaire des X seuls ; et de meme pour les crochets (X/,Zy). Enfin, L 
est un sous-groupe invariant maximum de H4 (et aussi de K|) ; car si 

^tait un sous*groupe invariant de H|, 

serail un sous-groupe invariant de G contenant K^ , ce qui est impos- 
sible. 

Si done on effectue une decomposition normale de L 

on en deduira deux decompositions normales nouvelles de G, a savoir 

(I) GHiLLf . . .L^-ii 

(il ) GK} LLf . . .L^-f. 

Je dis que ces deux suites ont Ics memes indices de composition. En 
effet, un raisonnement facile montre que si 



A|«.*Ay^l]*.<\y^-'y <\|*** \.fi£ji»»tMj 



r 
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sont des sous-groupes maximum dc H, el de K, conlenant L. 

X,...X„V,...Y*Z,...Z, 

est un sous-groupe maximum de G contenant H,, et 

X,...XaZ,...7„Y,...Y* 

un sous-groupe maximum de G contenant K,; de sorle.que les indices 
des deux suites (!') et (11') sont respectivement 

/ - /'. k - k-. ... el ^ -/,', / /' 

" c'est-a-dire les memes. 

On est done conduit a demontrer le theoreme pour les suites (1) et 
(!'), (II) et (ir) ; c'est-a-dire pour les groupes H, et K,. En leurappli- 
quant le raisonnement fait pour G el en continuant ainsi de proche en 
proche, on finira par retonilier sur le premier cas, Le Iheoreme est 
done demontre. 

5. Groupes inlegrables (' ). — Parmi les groupes composes, il en 
est qui jouent un role special dans les questions d'inlegration. Ce 
sont ceux que M. Lie a nomme les groupes inlegrables. 

On groupe de transformations est dit integrable s'il eontient unsous- 
groupe invariant ayanl un parametre de moins que lui, celui-ci de 
meme, et ainsi de suite. 

On voit que les indices de composition d'un groupe integrable sont 
tous egaux a I'unilc, mais cette propriete ne teur est pas particuliere. 

Nous n'indiquerons ici, sur les groupes inlegrables, que le remar- 
quable theoreme suivant, di'i a M. Engcl {''). 

Theor£me. ~ Pourqu'un groupe soil inle'grable, il Jam et il suffil quit 
ne contienne aucun sous-groupe a trois paramelres ayanl la siruclure du 
groupe projectif general a une variable. 



(' ) S. Lie, Trantformatianngruppi'n, I, p. a65. 

(>) BericlUe der K6nigl. Sac/i.t. Getellsdiaft der Wissennehaften. (i August i88;.J 
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CHAPITRE II. 

SUR I.B8 F0NGTI0N8 QU*ON DfiDUIT d'uNB FONCTION DONIf^E, EN T BFFECTUANT 

TOUTBS LES TRANSFORMATIONS d'uN GROUPE. 



1. Lem31E. — Pour quune fonction H(a,, ..., a^) des parametres 

a, Qr depende exactement de r — ^parametres essentiels, ilfaut et 

ilsujjfit que H soil integrale d*un systeme complet de p equations lineaires 
independantes aux derivees partielles, dont les coefficients soient desjonc- 
tions de a^^ . . . , a^. 

1" D'abord, si Ton a 
les b etant certaines fonctions des a, on en deduit 

dn_dKdh^ dK dbr p /yt-i a 

D'oii Ton pcut tirer au moins p relations distinctes dc la forme 

(l) ^Ai(«) I h. . .4- "khri^) S- ~^ (h --1,2, . . .,p). 

UCl\ Udf 

2° D'autre part, si H veritie p relations telles que (i), H est integrale 
du systeme complet de/nr^p equations qui pent s'en deduire; il depend 
done seulement de r — /w ;^ r — p fonctions des a et contient, au plus, 
r—^ parametres essentiels. 

Si done H depend exactement de r — p parametres essentiels, il faut 
que les equations (i) forment deja un systeme complet et que H ne 
verifie pas d'autre equation de la meme forme, independante des pre- 
mieres. Et ccla suftit. 

2. Theoreme fondamental, — Soit F(^|, .. .,^/i) une fonction quel- 
conque des arbitraires x^^ . . ., Xj^, Si nous y effectuons la transforma- 
tion generate 
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(I'un groupe a rparametres, nous ohtenons une fonction 

des indetorminees j?f, ...^x^ei des parametres a|, ...,a^. Cela pose« 
pour que $ depende exdctement de r — p parametres essentiels, il/aut et 
il sufjit que F admette precisement p transformations injinitesimales 
independantes du groupe y cest-a-dire admette un sous-groupe a p para- 
metres du groupe donne. 

Ge theoreme resulte des deux remarques suivantes : 
1° Si $ depend de r— p parametres essentiels, F admet au moins 
p transformations infinitesimales du groupe. En effet, on a, dans ce 
cas, en vertu du lemme precedent, p relations distinctes 

r 
(4) ^^'^^^^^^'^^ (A — 1,3, ...,p). 

D'autre part, de I'identite (3), on tire 

dak~2ddx\ da,, ('^= ^2, ...,r), 

et par suite, en se servant des formules (2) du Chapitre I, 

n r r 

/ -1 7 = 1 / = 1 



Les relations (4) deviennent alors 



(^) S ^'^hk{a)^jk{a)\\'jV — o (A = i,2, ...,p). 




Enfin, en donnant auxa des valeurs particulieres et remplagant les 
lettres x\ par les lettres a?,, on en tire p relations de la forme 

r 

(6) ^eHj\j^{x^, ...,a;«) -o (A -u: i, 2, . . ., p), 

/-.I 
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ce qui prouve que F admet les p transformations infinitesi males 

r 
(7) ^^fiJ^J (/<-:!, 2, . ..,p). 

(^es transformations sunt, (Je plus, independantes; car si Ton avail, 
quels que soient les a, une identite do la forme 



/• 



2 y^^ 2 '''"^ '^>* " ^ ^^ -:- I , 2, . . . , /• ), 



A-l h =1 



on en conclurait, puisque le determinant des '\fj^ n'esl pas nul iden- 

tiquement, 

? 

^y/ihik—o (A -11,2, . . .,r), 
h-=i 

ce qui est impossible, les relations (4) etant distinctes. 

2" Si F admet p transformations infinitesimales du groupe, $ con- 
tient au plus r — p parametres essentiels. En effet, supposons que F 
admette les p transformations infinitesimales independantes (7). On a 
alors les identites (6), et par suite, en changeant de lettres. 



/• 



^C/iyX; F(^;, . . .,J['„) -0 (/j 1 :l, 2, . . .,p), 

/ -1 
c'est-a-dire 

r n 

/-I i=l 



2^''>2^^'^'^'^ki-' ^ '^ ^^' -1,2, ...,p), 



ou, a cause des relations (3) du Chapitre I, 



n 






» » 



ce qui pent s ecrire 



2''*>i;«>*(«)2i,T;c>«-i '' 
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Oil enfin, en tenant compte de Tidentite (3\ 






(It 1, 2, . . ., p). 



Ces p relations sont, de plus, independantes; car, si elles ne Tetaient 
pas, les transformations infinitesimales (7) ne le seraient pas non 
plus, puisqne le determinant des ay^ n'est pas nul. II en resulte done, 
en vertu de notre lemme, que$ depend au plus de r— p parametres 
essentiels. 

3. Remarque /. — Posons, avec M. Lie, 

r 

Ay/=2ayAi«) j£ (7 -',2 ,r); 

k -\ 

les relations (8 ) s'ecrivent alors 

r 
^eyiyAy* = (/^ — I, 2, . . .,p), 

/"I 

de sorle qu'on a le resultat suivant : 

Si la fonction F* admet les p transformations infinitesimales (7) du 
groupe donne, la fonction $ qui s'en deduit, consideree comme fonc- 
tion des a, admet les p transformations infinitesimales correspon- 
dantes 

r 

(9) ^^hj^j {h ---1,2, . . .>p) 

7 = 1 

du groupe des parametres (*) du groupe donne. De plus, les transfor- 
mations (7) et (9) definissent deux groupes isomorphes. 

Ce resultat est, du reste, intuitif. Supposons, en effet, que F ad- 
mette la transformation du groupe (2) qui correspond aux valeurs 
6,, . . ., 6^ des parametres, de sorte que, en posant 

(10) .r; —fi{x'\b) {i=z\,2, .. .,/i), 



(MS. Lie, Trans fonnations^ruppcn, I, Ch. 21 
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on aura 

on pent ecrire 
avec ( * ) 

et ridcnlite (3) donne alors, a cause de (i i), 

c'est-a-dire que $, coinme I'onction des a, admet la transformation (12) 
du groupe des paranietres, correspondante a la transformation (10) du 
groupe propose. 

Retnarque IL — Supposons que Ton donne aux paramiUres a^, ,..,a^ 
des valeurs particulieres, et cherchons les transformations infinitesi- 
males du groupe (2) que la fonction $(^|, .. .,x,^,a^. . . ., a^) admel. 
II suffit, pour cela, de se servir de Tidentite ('-) 



r f 



oil les constantes e et e' sont liees par les formules 

r 
(l3) ei— 2p^y(<7,, . . ., ^,.)ey (A- I,:?, ...,/). 

EUe montre qu'a chaque transformation infinitesimale T^^aX^i de F 

en correspond une autre pour $, V 6\ X^, oil les e' sont donnes par les 
formules 

(i4) €k—^pkj{(f)e) (X -1,2, .. .,/•). 



/=i 



(*) Cela r6suUo do la notion m6me do groupe. La notation employee est cello de M. Lie 
(voir Transformation.^riippen, I, Ch. 1 et 2i). 
(') S. Lib, Transofrmationsgruppcn, 1, Cli. 10, p. I'o et suiv.). 
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c'est-a-dire se deduisent des e par la transformation inverse de la trans- 
formation du groupe adjoint qui a pour parametres a^, ...,«;.. 

II en resulte que, pour chaque systeme de valeurs des a, la fonc- 
tion $admet toujours un sous-f^roupe du groupe donne ayant Ic meme 
nombre de parametres, et aussi que tons ces groupes sont isomorplies. 

Designons enfin par G le groupe forme par les transformations (2) 
qui laissent F invariante, et par T la transformation particuliere (2). 
11 est clair que le sous-groupe des transformations du groupe donne 
que O admet est T~'GT. Ceci donne une interpretation interessante du 
groupe adjoint, et monlre de plus que, si les sous-groupes qui laissent 
invariantes les diverses functions $ (correspondantes aux diverses 
valeurs des parametres a) ont en commun un sous-groupe, ce sous- 
groupe est le plus grand sous-groupe de G invariant dans le groupe 
propose. 



!•••< 



DEUXffiME PARTIE 



CHAPITRE I. 

FONCTIONS INVARIAMTES DES INTfiGRALES d'uNR £QIATI0N DIFF^RENTIELLE LIN£AIRB. 



1. Soient 

n fonctions indeterminees d'une variable t\ on pent toujours les con- 
siderer comme un systeme fundamental d'integrales d'une equation 
differentielle lineaire 

(r) /(.^)- -^ 4-/., -— - 4-... ^A«.i-^- -|-A«J7 = 0, 

dont les coefficients ont pour expressions 

(3) \k——-ir (k—i,2,...,n), 
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avec 
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dt 
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dx„ 
dt 
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dt 
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•^/i 


dXn 
dt 



d'^-^Xi 
di''^^ 

d^-^Xi 

• ••■•• 






^/^«-A 1 



r//'* 



c^"-** '.r„ ^/"a-,. flf«-^+->.r 



« 



n 



di^yjc^ 

dt"-' 



d''~^x. 



Ciin-k I flin fiin-k+l 



dt"" 



- 1 



A Teganl de cctte equation, le groupe lineaire homogene general 
a n indeterminees 



(4) 



Xi ■- 



-2^aijXj 



( / -: - I , 2 . . . . , n) 



/-t 



jouo le memc role que le jj^roupe des substitutions de n l(»ttres dans la 
theorie des equations algebriques dc degre /?. 

Nous considerons dans ce qui suit des fonctions rationnelles de 
X,, . .., Xj^, de leurs derivees successives prises par rapport a t, et de 
la variable /. C'est ce que nous appellerons, pour abreger, des fonc- 
tions rationnelles des integrates or^, , . .^ x^ de Tequation (2); et nous 
representerons une telle fonetion simplement par la notation 

Panni ces fonctions nous nommerons/b/ic//o/?,v i/zcana/z/f'^celles qui 
admettenl toutes les transformations du groupe (4). Elles jouent ici 
le role des fonctions syinetriques des racines dans la theorie des equa- 
tions algebriques. 

2. Fonctions im-arianles. Les coefficients X,, Xj, ...» X;, de I'e- 
quation (2) sont des fonctions invariantes de j?,, . .., x^ et de leurs 
derivees; cela resulte de leurs expressions. Dc plus ces fonctions sont 
independantes, puisqu'on peut prendre pour ces quantites des fonc- 
tions arbitraires de /, et choisir pour x^, .. ., x^ un systeme fonda- 
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mental d'integralesde !'eqiiation(2)ainsiformee.Pouplanipmeraison, 
il ne peul exister aucune relation iclentique (par rapport aux -r et a 
leurs ili'i'ivees) enlre les (bnctions X et k'lirs derivees par rapport a t, 
prises jusqu'ii un ordre quclconque. Ces derivees sont d'ailleurs elles- 
memesdes functions invariantes {I, Ch. 1, § 3). 

II n'existe pas au I'ond de functions invariantes autres que les prece 
denies, comme le montre le tlieoreme suivant. du a M. Appcll ( ' ). 

THfenRtiME . — Toute /onchon rationnelle invariante de x, .... x^ s'ex- 
primp ralionnetlemenl au moyen de I, de "K, \„ et de leurs derivees. 

Notre demonstration est analogue a la methode de Gauchy puur le 
calcul des fonctions symetriques, Elle repose sur deux rcmarques. 

Remarque/. — Soit R(j: > x„) une fonction rationnelle de 

a?, ar„. Nous pouvonsy faire disparaitre les derivees des x d'ordre 

6gal ou superieur a n, en nous servant des identites 



(i=,. 



«). 



et de celles qu'on en deduit par diflV'rentialions successives. Nous ob- 
tenons ainsi une expression 

R(x, j;„( = R,^^,, ...,a-,|3i,,...,X„.^, ...'). 

Cela pose, si R adrnet la transformation 



on a. puisqiie les X et leurs derivees sont des invariants, 



De plus, cette relation doit etre une id en titc par rapport aux x el aux X. 
sans quoi die etablirait une relation non identique entrc les X, leurs 
d6riv6es, et j: x„et leurs derivees jusqu'a I'ordrc n — i. Or cette 
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relation, consideree comme une equation differentielle en a:, par 
exemple, admettrait toutes les integrales de Tequation (2), ce qui est 
impossible, puisqu'elle est d'ordre n — i seulement. 

II resulte de la que R, admet exactement les memes transformations 
dugroupe (4), qu'on y considerc les X et leurs derivees comme des 
fonctions des integrales, ou comme <les quantites independantes dea:. 
Nous pourrons done toujours supposer dans la suite que les fonctions 
rationnelles des integrales a considerer ne contiennent pas de deri- 
vees d'ordre superieur a /z — i . 

Remarque IL — II n'existe pas de fonctions invariantes d'ordre infc- 
rieur a /i, si ce n'est des fonctions independantes des x et de leurs 
derivees. En effct, une telle fonction devrait verifier (I, Chap. I, §3) 
les /I* equations a /i- variables 

0/ du'i Of d" './, Of 
'^Tx', -^ -dt ,dx, ""• • ^ df^ ^ TrFXr, "^ ^'' ^""-'' '' ''^' 

—7— -. ;- 

dt dr-^ 

* 

ce qui est impossible, ces equations etant independantes. 

Cela pose, soit R(^|, ...,a?„') une fonction invariante quelconque. 
t'aisons-y disparaitre les derivees d'ordre egal ou superieur a /i, et soit 
R,(j?| a) la fonction obtenue. En vertu de la Remarque I, c'est une 
fonction invariante, les X y etant regardes comme des quantites inde- 
pendantes des x\ done, en vertu de la Remarque II, comme elle ne 
contient plus les x explicitement que par leurs derivees d'ordre au 
plus egal a /i — i, elle en est entierement independante. C'est done 
Texpression annoncee pour la fonction R. 



CHAPITRE IL 

TRANSFORMfiES d'iNB EQUATION LIN^AIRE. 



1. Groupe d line fonction rationneUe (hs integrales . - SoitR(a"|, ,,,,x„) 
une fonction rationnelle de a?,, . . . ..r^,. Les transformations du groupe 
(\) qu'elle admet forment elles-memes un sous-groupe, que nous nom- 
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mons \e groupe (fe la/onction R. Cc groupe peut sc reduire a la seule 
transformation identique. 

On obtient les transformations de ce groupe en ecrivant que la re- 
lation 

ost una identite. Cela fournit un certain nombre de relations alge- 
briques et enlieres entre Ics constantes a, d'oii Ton devra tirer leur 
expression en fonction d'un certain nombre de parametres. Les equa- 
tions du groupe dependent done algebriquement des parametres qui y 
figurent, c'est-a-dire que le groupe est un groupe algebrique F. 

Les transformations infinitesimales de ce groupe pcuvent s'obtenir 
directement; on ecrit que la relation 

cil 



2/ OH dxi 0]^. \ 



est identique, ce qui donne des relations lineaires et homogenes entre 
les e, d'ou Ton tire un certain nombre d'entre eux en fonction li- 
neaire et bomogene des autres, qui restent arbitraires. En portant ces 
valeurs dans Texpression 

ik 

on a la transformation intinitesimale generale du groupe. Les coef- 
ticients des constantes arbitraires sont les transformations infinitesi- 
males cherchees; elles engendrent un groupe G. 

Si le groupe T peut etre detini par un seul systeme d'equations, il 
se confond avec G. Dans le cas contraire, c'est un groupe complexe: 
(To/r I, Chap. I, § 2.) 

Exemple /. — Soient a/ — 2 



J7, \^~dt " '^ ' ~dr 



) 



On trouve, pour le groupe de R, 

y*- ) i — 
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et, pour lo groiipe des transformations infinitesimales, 

r se confond avec G. 

Exewplc IL — Soit /i — 2, 



On trouve pour F 

(F) 









et, pour G, le meme groupe que precedernment. V est done un groupe 
complexe, et, si Ton dcsigne par T la transformation 

(T) fl'-l "" 

r s'ecrit symholiquement G, GT. 

2. Transformees (V une equation lineaire, — Soit toujours R {x^ , . . . , x^ 
une fonction rationnelle des integrales, et soit p = /a^ — ^ le nombre 
de parametres de son groupe, c'est-ii-dire Je nombre des transforma- 
tions infinitesimales lineaires homogenes distinctes qu'elle admet. Je 
disque R, consideree comme fonction de ^ est integrale d'unc equa- 
tion differentielle algebrique d'ordrc s^ a coefficients rationnels en t, 
en X,, . .. , X„ et leurs derivees. Nous appelons cette equation une 
iransformee de Tequation lineaire /(.i) ~ o. 

Voici, en effet, un premier precede pour obtenir cette transformee, 
rappelant Temploi des fonctions syinetriques dans la transformation 
des equations algebriques. Posons 

(5) V -R(x',, ...,^„) r--R(ia,,/^/, . ..ylCn^iXi); 

c'est ce que nous nommerons la valeur generalc de R. Elle depend, 
d'apres notre theorenie fondamental (I, Chap. II, n'^S), exactement de s 
parametres essentiels. Or, toute equation de la forme annoncee, ayant 
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pour coefficients des invariants du gruupt- (/[). admcttra pour inte- 
grales toutcs les fonclions { j), si elle admet R ; elle ne peut done etre 
d'ordre inferieur a s. 

D'autre pari, puisquc V depend seulement de s parametres essen- 
tiels, on peut eiiminer tous les parametres que cette fonclion renferme 
entre I'equation ( ^ ) et celles qu'on en deduit en differentiant s fois. 
Le resuitat est une equation dilTerentielle algelirique en V, d'ordrei 
au plus, et dont les coefficients sonl des fonclions rationnelles de 
a:,, ..., x,,. Op, si I'on efTecluc dans le second niembre de { :> ) une 
transformation lineaire liomogene quelconque 



=2'.v 



{'■■ 



.«), 



on pourra, par un cliangemenl de parami^tres, I'ecrire sous une forme 
analogue 

V=R(2;\,.,X„...,iA„,,X,), 

el un calciit identique au precedent conduira par suite a une equation 
admettant les memes integrales que la precedente. et qui n'en dilTerera 
qu'eu ce que, dans les expressions des coefTicients, les x seront rem- 
plac6s par les X. Cetle equation sera done identique a la premiere, 
donl les coefficients, si I'on en reduitunal'unite.sonl, par consequent, 
des fonclions invarianles des x, el peuvenl s'esprimer rationnellement 

au moyen de /, de )>, X„ et de leurs derivees. Ce dernier calcul 

etaat fail, on a la transformee annoncee, et qui sera, d'apres ce qui 
precede, exactement d'ordre s. 



3. line autre methode de calcul, qui correspond au procede par eli- 
mination employe pour la transformation des equations algebriques, 
va nous permettre de preciser la nature des integrales de la transfor- 
mee. Nous monti'erous en effet que ces integrales sonl precis^menl 
toutes les fonclions que I'on deduil dc R en y reinpla^ant les a- par n 
autrcs integrales de I'equation lineaire donnee. I'ormant ou non un 
systfeme fundamental; ce qui revicnt a dire que toutes ces integrales 
sont comprises dans la formule (5), oil les conslantes a peuvenl rece- 
voir toutes les valeurs. Si ces valeurs sont telles que le deteruiinant 



SUR l'iNTEGRATION DES equations DIFFERENTIELLES LINEAIRES. 219 

2(=L a^^a^a-- -^///i) soit n^l, on a des integrales en quelque sorte sin- 
gulieres, ou mieux non fondamentales. 

Supposons qu'on ait fait disparaitre de R les derivees d'ordre egal ou 
superieur a n. D'aulre part, posons, pour abreger, 

^^[^^^W'-'-' di^-^-^'''^'''"^-dF'''''-dl^r^') 

~ dl ^2d\ dt (Ivi ■^" dt* .dxi "^ ••"^ dt"-' ^d^-^Xi 

=± ^ dT ^^dF--^ 



l\ d^-'xi . \ OF -\ 

^■S7^- J 



Soil enfin 

l)R = l{„ l)R,= Hs, ..., DR,_i=R,. 

Entre loss equations 

dV d'V 

on doit pouvoir eliminer 

dx^ dx„ d"- ^Xi d'^-^Xn 

X\m • • • 1 X„f — ; — ) •••> ~7~> •••» i — \~ ^ •••» — ; r~ • 

" "' dt dt dt"-^ dt""'^ 

En cffet, R admettant p -- n^ -s transformations infmitesimales du 
groupe lineaire homogene est integrale du systeme complet de p 
equations a ri^ variables independantes obtenu en egalant a zero ces 
transformations prolongees jusqu'a I'ordre /* — i ; et il en est de meme 
deR,, ..., R,, qui ne sont autre chose que les derivees de R, d'ou Ton 
a fait disparaitre les derivees d'ordre superieur (* ). Done R, R,, . . ., R, 
sont 5 -\- I fonctions de s integrales independantes de ce systeme com- 
plet, d'oii resulte la possibilite de Telimination. 

Cette elimination fournit une relation algebrique 

(7) *P^;/.' ---.TiO"^"' 



(0 Fair I, Ch. I, n» 3 et H, Ch. 1, n" 2, Rem. I. 
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donl les coefficients sont des fonctions ralionnellcs (ie X, X„, de 

leurs derivees successives, el de l. Comme dans le calcul precedent, 
on s'est servi uniquemenl de ce que .r,, ..., x„ sont des integrales de 
I'equation lineaire; ["equation oljtenue admet bien pour integrales 
toutes les fonctions annoncees. Pour la meme faison. I'elimination doit 
6tre impossible, tanl qu'on ne poiisse pas les difTerentialions jusqu'a 
I'ordre s. car une equation dilTepenlieile d'ordre inferieur a s ne peut 
pas adineltre une integrale conlenant s paranietres atbitraires essen- 
tiels. 

Remarquons enfin qu'on peut supposer* irreduclible, au sens alge- 
brique; ciir, s'il ne I'elail pas, un de ses facteui's iri'eductibles egale a 

zero donnerait une liquation admettant pour integrale R(x x,); 

ses coefficients etant des invariants, cette equation admettrait pour in- 
tegrales toutes les fonctions ("i); elle pourrait done remplacer I'equa- 
tion (7). 

Je dis maintenant que cette equation n'admet pas d'autre integrale 
que les integrales annoncees. Pour le demontrer, nous rempiacons 

dans R, R| R, les quan tiles —j^ par x], —r-^ par x\, etc. ; soient P, 

P P, les fonctions ainsi obtenues. Soil de plus V une integrals 

quelconquede I'equation (7); les equations 



soni alors cumpatibles, ou niieux. lout sjsteme de vaieurs des x,. 

X, a:'/'"", qui verifie les s premieres, verifie la derniere. Conside- 

rons I'un de ces systemes : les a-,-, x^ x^^'^' y sont des fonctions 

de / dont les derivees salisfont aiix identites 



fit ^ 01 ^\(ii dxt dt dx'i 



-2:(^ 



ds, dP, I 






^). 
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et, par suite, a cause des identites (8), aux relations 









iu-i) 



dx\ 



(/t-i) 



dt 



-r-'k\Xi'* '^-H. . . -h A„J7/ 1 ^j^^n-i) 



(9) 



n 









dx\ 






Ces relations sont lineaires ot homogenes par rapport aux quantiles 

7; — — Xi , —-.7 -hApT/ H-...4-A;,X/ 

at at 

(/ =3 I, o,, ..., n; k = i,2j . . . , /i — i), 

qui sont au nombre de n^. l)e plus, Tun au moins des determinants de 
degree- du tableau de leurs coefTicients n'est pas identiquernent nul; 
considerons ce determinant et annulons toutes les quantites (to) (en 
nombre n^ — s) dont il ne contient pas de coefficients. Les equations 
obtenues, jointes aux s premieres equations (8) forment n^ equations 
en X, x\, . . ., o;'^"*'; . . . ; x,^, x\^, . . ., ^^'*~*' qui admettent toujours des 
solutions; car les inconnues qu'on pourra tirer des equations (8) sont 
precisement celles qui ne figurent pas sous le signe de differentiation 
dans les autres equations. 

Mais alors les identites (9) expriment que les autres quantites (10) 
sont nulles aussi, c'est-a-dire que les fonctions de t que nous venous 
de definir sont n integrates de I'equation lineaire et leurs derivees 
jusqu'a Tordre /i — 1. V est done bien de la forme annoncee. 

Ucmarqae. — Les valours initiales des inconnues qui ne corres- 
pondent pas aux colonnes du determinant considere demeurent arbi- 
traires. Notre raisonncment n'est done en defaut que si toute solution 
des s premieres equations (8) annule tous les determinants du tableau 
des derivees partielles do P, P,, ..., P,._,. Or cela est impossible si V 
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depend de X^ X„, car alors les valeurs numeriques de V et de ses 

derivees, pour une valeur particuliere de /, sont arhitraires, les X etant 
des fonctions indeterminees ; de sorte que cela reviendrait a admettre 
que ces determinants sont nuls identiquement, ce qui est contraire a 
I'hypothese. 

II reste done a prouver que I'equation (7) ne pent pas admettre, 
quels que soient X^, ..., X„, une meme fonction de / pour integrate. 
Posons a cet effet 

a etant une fonction indeterminee. W satisfait a I'equation d'ordre 5, 
qui se deduit de (7), et que nous ccrivons pour abreger 

(11) 0(W — i/Xi) = o; 

et aussi a une autre equation du meme ordre 

(12) W{W)-.o, 

que Ton pent former directement. $ et V etant, comme polynomesen 

dm 

di 



W, -T-j • • • » supposes irreductibles, on a 



K etant seulenient une fonction de /. Or I'equation (11) ne pent ad- 
mettre d'integrale independante de X,, . .., X^^, telle que 0(/, m), car 
alors I'equation (7) admettrait une integrate de la forme 

laquelle ne pourrait etre independante de u. Done Tequation (12) 
n'admet pour integrales que les divcrses valeurs de W, et par suite 
I'equation (7) n'admet pour integrales que les diverscs valeurs de 
V = W — uk^, et par consequent aucune integrate ne dependant pas 

Ue A) « • • • « '^n* 
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CHAPITRE III. 



EXPRESSION DES FONCTIONS RATIONNELLES DES INTfiCiRALES LES UNES AV MOYEN 

DES AITRES. 



1. La resohante generalc, — Soil V = R(ir,, ..., Xn) une fonction 
rationnelle doiit toutes les valcurs soient differcntes ; les equations (8) 
du Chapitre precedent n'ont alors en x^, ..., ./•„; x\, ..., x\^\ ...; 
a7j""'^ . . . ,^^f~*^ qu'une solution, et lesvaleurs des inconnues s'expri- 

cl\ 

ment rationnellenient au moyen de V, -^ » •••» de A^ X„, de leurs 

derivees, et de /. On pent done enoncer la proposition suivante : 

THEORfeME. — Si une fonction rationnelle des integrales x^^ . . . , x^ 
dune equation lineaire d*ordre n n 'adrnet aucune transformation lineaire 
homogene en x^, . .. , x„, ces integrales s' expriment rationneUement au 
moyen de cette fonction , des coefficients de V equation, de leurs derivees et 
de la variable independante t. 

Telle est la fonction 

oil les u sont des fonctions indeterminees de /. Elle depend d'une 
equation lineaire d'ordre /i^, qui est analogue a la resolvante generale 
de Galois pour les equations algebriques (*). Les expressions de 
j?^ , . . . , J?;, en fonction de V et de ses derivees s'obtiennent ici en resol- 
vant des equations du premier degre. 

2. TiiEOREME. — Si la fonction rationnelle ^{x^ , . . . , ^„) admet toutes 
les transformations lineaires homogenes qui constituent le groupe de la 
fonction rationnelle U(;t*,, . . . , .r,,), elle s'exprime rationnellenient au 
moyen de R, r/c' A, , . . . , X,,, de leurs derivees et de t. 



(0 C'esI, a une legero modificalioii pros, reciuation qui a sorvi de point de d6part aux 
rcchcrclies de M. Picard sur noire sujet. 
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Soit, en effet, 

<P(S)-o 

Tequation difTerentielle dont depend S; et posons 

u etant une fonction indeterminee et j?J, ..., a-^ un systeme d'inte- 
gralesde Tequation lineaire. V est donne par Tequation 

Posons, d'autre part, 

alors V depend d'une autre equation que Ton peut former directement, 
soit 

(0 q^-(V).-o. 

Clierchons les integrales communes aux equations (i) et (2) : elles 

correspondent aux systemes Xf, ..., x,^, x^^ ..., x^^ tels que Ton 
ait 

c'est-a-dire 

Or, par hypolhese, si Ton a 

on a aussi 

de sorte qu'il n'y a qu'une integrale commune, qui est 

> Q ^^ W 11 ^ *2* J , . . • , Xfi ) -+- 3 ^ X J , . . . , Xf^ ). 

Elle est done fournie par une equation algebrique de la forme 






I I -: O. 
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De plus cctte equ.ation doitetre du premier degre en V©, car Vo est 
uniforme en nieme leinps que a?,, .. ., x^ et w, et les equations (i) et 
(2) n'ontpas d'autrc integralc commune que cette fonction uniforme; 
elle pent done s'ecrire 

V.= F(R.,*...), 
F etant une fonction rationnelle; et Ton en conclut 

cc qui demontre le tlieoreme. 

l\cmarque. — Le tlieoreme precedent correspond au tlieoreme de 
Lagrange sur les fonctions rationnelles des racines d'une equation 
algebriquc. 

CoKOLi.ArRE. - Si ^i^jc^ , . . . , Xn)a(lrnvt toutcs les fru/is/ormai ions com- 
munes au r groupes des fonctions R , , R^ , . . • t R,,, die s \*xprime rationneU 
lemenl au moyen de ces fonctions, des coefficients de i equation lineairc. 
de leurs derivees et de t, 

(]ar elle admet toutes les transformations du groupe de la fonc- 
tion 

I{ -_^ u^ R, h . . . t- //,, R,M 

oil a, , . . , Up sont des fonctions indeterminecs de /. 

3. La theoriedes invariants differentielsde M. Lie conduit immedia- 
tement a un resultat analogue au precedent. Soit en effet R(j:,, . . . ^x^) 
une fonction rationnelle des integrates, admettant p-~-n^ —s trans- 
formations infinitesimales lineaires lioniogenes. Les fonctions R, 
^R d' n\ 

dl dl 

superieur a n, sont s integrales du systeme complet a n^ variables 
obtenu en egalant a zero les symholes de ces p transformations, pro- 
longees jusqu'a Tordre n— i. Ce sont de plus des integrales inde- 
pendantes, puisqueQ ne |)eutdependre d'une transformeed'ordrc infe- 
rieur a s. Done toule fonction rationnelle des integrales qui admet les 

^nu. *ie I' F.c. Mormplc. :J* Serie. Tome IX. — Jiillki iS9'.<. O.i) 



-» ••' ^jTs-T' ^' ''^"^ ^" '^'^ disparaitre les derivees d'ordre egal on 
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p transformations infinitcsi males tie R, etant integrale du sysltme com- 
plet precedrnt, s'exprime en fbnction des s integi'alcs intlppendaolps : 

R, -1--I-- • j^TTTi '' est de plus evident que cetle expression est fl/g'f- 
brique. 

Si Ton compare cc resultat ii eclui du paragraplie precedent, on voit 
que I'expression sera efTectivemeiit algebrique, c'est-ii-dire ne pourra 
pas etre rendue rationnelle en tenant compte de I'equation difTerentielle 
dont depend R, toutes les fois que la seconde fonction admetira toutes 
les transformations infinitesiniales du groupe de R sans eu admettre 
toutes les transformations fiuies, et dans ce cas seulement. Cela ne 
pent done arriver que si ie grou|ie de K est un groupe complexe. 

4. Solent encore deux fonctions rationnelles dcs integralcs, R et S, 
mais nous supposons que la seconde n'admet pas toutes les transfor- 
mations infinitesimalesde la premiere, etqu'elle en admel par exeraple 
fi'=:p~s', p = «'— J etant toujours !e nombre des transformations 
infinitesimales dislinctes du groupe de R. Prolongeons jusqu'a i'ordre 
n — f ces p' transformations, et egalons leurs symboles it zero : nous 
obtenons ainsi un systeme complet de n^ ~ s — s' equations a n* va- 
riables, ayant pour integrales les J + 5'+ 1 fonctions 

"' di' ■■" <//' ' ' ^' dt' ' ' dF' 

Ces fonctions sont done liees par une relation, qui ne peut contenir 
seulement les s preniiiircs ; c'est-a-dire que S est liee a R par une equa- 
tion dtfTerentieile algebrique d'ordres' au plus, a coefTicients rationnels 
en /, R, X,, .... X„ et leurs derivees. D'autre part, cette equation, dont 
les coefficients sont des invariants du groupe de R. doit admetlre 
comme integrales toutes les fonctions deduitesde S par les transfor- 
mations de ce groupe, el comme leur valeur generale depend, en vertu 
de I'hypotliese (1, Cb. 11, n" 2), de s' parametres essentiels. elle ne 
peut etre d'ordre inl'erieur a s'; elle est done exactenient d'ordre s'. 



o. Sur les equations Iransfonnees. — Soit Rl^.r, 
tion rationnelle des inU';,'niles et soit 



, .r^) une fonc- 
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ia transformee, d'ordre s, par oxemple, dont olle depend. L'integrale 
generale de cettc equation est 

les a etant des parametres nouveaux, essenticls. Soit V^ une integrale 
particuliere, supposee fondamcntale (II, Ch. II, n®3); cela rcvient a 
dire qu'elle n'est pas integrale d'une equation dc la meme forme que 
(3), mais d'ordre inferieur a s : car une telle equation, ayant pour 
coefticients des invariants, admettrait comme integrale la valeur ge- 
nerate de V, ce qui est impossible, cette valeur dependant dc ^ para- 
metres essenticls. 

II peut alors arriver que la valeur generale V ait le meme groupe de 
transformations infinitesimales que V^ ; cela aura lieu quand le groupe 
de R sera un sous-groupe invariant du groupe lineaire homogene ge- 
neral. On aura alors, le symbolc A designant une fonction algebrique, 



(4) 



V^rA V,, 



(It 






» • • • • y^s j ' 



Je dis que cette formule donne encore Tintegrale generale de (3), 
si Ton y remplace V, par une autre integrale fondamcntale de cette 
equation. En cfTet, ecrivons que la fonction (4) est une integrale de 
(3), en faisant disparaitre dans le caleul, au moycn de Tequation (3) 
dont V^ est une integrale, Ics derivees de V, d'ordre egal ou superieur 
a 5 ; il vient une relation de la forme 



•r v„ 



(it ' 



(i'-'\\ 



).i, .. .,X„ . » • • I ^- o. 



qui ne peut ctre qu'une identite, puisque V^ est une integrale fonda- 
mcntale. Or on s'est servi, dans le caleul, uniquement de ce que V, 
est integrale de (3); done, sous cette scule condition, la formule (4) 
donne pour V, quels que soient les a, une integrale de I'equation (3). 
De plus, elle donne l'integrale generale, si I'on ajoute que V^ doit 
fetre une integrale fondamcntale ; car s'il n'en etait pas ainsi, c'est 
qu'on pourrait, dans la formule (4). eliminer les constantes a sans 
pousser les diflerentiations jusqu'a Tordre s\ or la condition pour que 
cette elimination soit possible est que V| vcrifie une ccrtaine equation 



J*"" 



i 



I 



, I 



_  



• ■■; 



228 E. VESSIOT. 

differentielle, quo I'on peut reduire a Tordre^ — i ; et cela ne se peut 
pas, tant que V^ est une integrale fondamentale. 

L'equation (3) jouit done, dans le cas oil nous nous sommes place, 
de cette propriete, qui la rapproche des equations abeliennes, que son 
integrale generale s'exprime algebriquement en fonction d'une inte- 
grale particuliere quelconque, par une formule qui reste la meme, 
quelle que soit celte integrale, a condition toutefois que cette inte- 
grate particuliere soit fondamentale, c'est-a-dire ne soit pas integrale 
d'une equation de la meme forme que (3), ct d'ordre moindre. 

La resolvante generale, signaleo au debut de ce Chapitre, appartient 
evidemment a cette classe d'equations. 

6. Passons maintenant au cas general : V a en commun avec V, 
Pi <ip transformations infinitesimales. Soit Vj une seconde integrale 
particuliere fondamentale, n*ayant aussi que p^ transformations infi- 
nitesimales communes avec V^ ; elle est integrale d'une equation dif- 
ferentielle algebrique d'ordre St = p — p^ 

(5) cP,(V,V,)-o, 



oil ne figure aucune derivee de Y| d'ordre egal ou superieur a ^; et 
Ton verra comme prccedemment : i**qu'elle n'est integrale d'aucune 
equation de meme forme et d'ordre moindre ; 2° que toute integrale 
de cette equation est une integrale de I'equation (3), pourvu quo V, 
en soit elle-meme une integrale. 

11 pourra alors arriver que V admette toutes les transformations 
infinitesimales communes a V^ ct Vj, et Ton aura, dans ce cas, une 
formule 

donnant I'integrale generale de (3). Jo dis que cette formule donne 
encore Tintegrale generale si Ton y remplace V, et Vo par deux autres 
integrales fondamentales, telles que Vj satisfasse a Tequation (5), 
sans verifier aucune autre equation de memo forme et d'ordre moin- 
dre. En elTet, en exprimant que la fonction (6) est une integrale de 
I'equation (3), on obtient une relation difTerontielle 
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(lont on pent supposer qu'elle ne contient ni derivee de V^ d'ordre 
egal ou superieur a s, ni derivee dc V.^ d'ordre egal ou superieur a s^ : 
d'oii il resulte qu'elle ne peut contenir ni Vg ni V, et est une iden- 
tite. Or on s'est servi, dans ce calcul, uniquemcnt de ce que V, est 
integrale dc (3) et Va integrale de (5) ; done, sous ces seules condi- 
tions, (6) represente uno integrale de la transformee (3). On verra 
de plus, comme precedemment, que, vsous Ics conditions enoncees, 
elle contient s parametros essentiels et on est, par suite, Tintegrale 
generate. 

En poursuivant le meme raisonnement, on arrivera au resultat ge- 
neral suivant : 

A Tequation (3) on peut adjoindre un certain nombre d'equations 

differentielles 

. <P,(V,V,) = o, 

... ) a^,(V,V„V,)=zo, 

V / / I 



d'ordres decroissants s^y s.^, ...,^a «. ou ne figure ni derivee de V, 
d'ordre superieur a 5 — i, ni derivee de Vj d'ordre superieur a 5, — i, 
et ainsi de suite ; de telle sorte que, si V, est une integrale de O = o 
ne satisfaisant a aucune equation dc meme forme et d'ordre moindre, 
Va une integrale de $, = o ne satisfaisant a aucune equation de meme 
forme et d'ordre moindre, et ainsi de suite, enfin V^t une integrale de 
$^__^ =r o ne satisfaisant a aucune equation de meme forme et d'ordre 
moindre, I'integrale generale de Tequation (3) est donnee par une 
expression de la forme 

V — A(Vi, V„ . . ., V^. I a,, . . ., a,), 

oil A est une fonction algebrique de V,, Vo, ..., V^^ et de leurs deri- 
vees, jusqu'a Tordre s — i pour V,, ^i — i pour Y. ,,,.., s,,. ^ — \ pour 
V;^. Et cette formule subsiste, quand on y remplace V,, Vj, ..., V^ 
par k autres integrates satisfaisant aux conditions enoncees. 

Nous exprimerons ce fait en disant que I'equation (3) possede des 
sysiemes fondamcntaux d'inlegrales. Nous appelons systeme fonda- 
mental d'integrales un systeme de fonctions V,, Va, ..., Va satisfai- 
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sant aux conditions precedentes, et nous disons que les systemes 
fondamentaux d'integrales de Tequation (3) sont definis par les equa- 
tions (7). 

Remarquons enfin que la propriete precedente s'etend immediate- 
ment aux equations rencontrees au n** 4, ct qui contiennent les trans- 
formees, coinme cas particulier. 



rilAPITRE IV. 

GROUPKS DB TRANSFORMATIONS DBS fiQrATIONS LIN£AIRES. 



1. Soit 

d'^x ^ d'^-^x ^ dx ^ 

(I) -^ 4- >., ^_-r -t . . . + >.«-! ^7 4-X„^ =0 

une equation lineairc donnee; ses coefficients sont des fonctions con- 
nues de i : on les considerera comnio rationnelles. On pent encore leur 
adjoindre d'autres fonctions de t 

qui seront egalement considerees comnie rationnelles. D'une maniere 
generale, nous dirons alors (ju'une fonction de / a une expression 
rationnellc, ou s'exprime rationnelleinent, si elle pent s'exprinier en 
fonction rationnelle de /, dc X^, ..., X„, [x,, .. ., [jl;^ et de leurs deri- 
vees, et nous dirons qu'elle a une expression algebriquc ou s'exprime 
algehriquement, si elle pent s'evaluer algebriquement en fonction des 
inemes elements, c'est-a-dire si elle satisfait a une equation alge- 
brique entiere dont les coefficients aicnt des expressions rationnelles. 
Nous designerons dans la suite par .r,, ..., x^ un systeme fonda- 
mental d'integrales dc Tequation (r), de sorte qu'une fonction ration- 
nelle de a:,, . . ., cT^j (yu sens indique II, Cli. I, n" 1), R(a7^, . .. , x^^ est 
une fonction de /. Mais, toutes les fois qu'on parlera de transforma- 
tion lineaire effectuee dans R, on y devra considerer de nouveau les x 
comme des fonctions indeterminees. La comparaison de ces deux 
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points de vue conduit au theoreme suivant, qui est Tanalogue du 
celebre theoreme de Galois. 

2. Theor^ime. — A toutc equation lineaire (i) correspond un groupe T 
de transformations lineaires homogenes , qui jouit des deux proprietes 
suivantes : 

i" Toute fonction rationnclle des integrales qui a une expression ra- 
tionnelle adniet toutes les transformations de cc groupe; 

2^ Toute fonction rationnelle des integrales vwariante par toutes les 
transformations de ce groupe a une expression rationnelle, 

Considerons, en eflet, toutes les fonctions rationnelles de j;,, ..., x^ 
dont Texpression est rationnclle et, parmi elles, une fonction admet- 
tant un groupe avec le nombre minimum de parametrcs. Si ce groupe 
est complexe, on supposera la fonction choisie de manicre que les 
families de transformations qui le constituent soient egalement en 
nombre minimum. Soit $ cette fonction et F son groupe : je dis que 
c'est le groupe annonce. 

En effet, soit R une autre fonction rationnelle a expression ration- 
nelle; elle admet le groupe F, car, sans cela, la fonction $ -h wR, ou 
u represente une fonction arbitraire a expression rationnelle, aurait 
une expression rationnelle, et son groupe, forme des transformations 
de F que R admet, contiendrait, soit moins de paranietres que F, soit, 
du moins, un nombre moindre de families de transformations, ce qui 
est en contradiction avec le choix de $. 

Inversement, toute fonction de R qui admet toutes les transforma- 
tions de F s'exprime rationnellement au moyen de /, de X^, . .., X„$ et 
de leurs derivces(n, Cb. Ill, n®2); elle a done bien une expression 
rationnelle. 

Remarque, — La premiere partie du theoreme precedent est due a 
M. Picard, qui avail montre, de plus, que toute fonction Radmettant 
le groupe F devait etre uniforme, les coefficients de Tequation etant 
supposes rationnels. Nous conserverons au groupe F le nom A^ groupe 
de transformations de Vequation, qui lui a ete donne par M. Picard, 
pour le distinguer du groupe de Tequation qui intervient lorsqu'on 
etudie les proprietes des integrales comme fonctions de /. 
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3. Lorsqu'on a clioisi, 



pour 



I sysleme fomlamental 



particulier d'integrales, le groiipe T est unique; car. d'apres la demon- 
stration precedente, iVest le groupe forme de loutes Ics transformations 
lineaires homogenes communes ^ toutes les functions rationnelles de 
a:,, .... j:„ qui s'cxprimenl rationnelleraent. Mais, si I'^q nation n'est 
pas inlegree, il est impossible, en general, de definir le systeme fon- 
damental clioisi; de sorte qu'il y a, correspondant a ces divers sys- 
temes fondamentaux, une infinite de g;roupes F, qui se deduisent de 
I'un d'entre eux en effectuant, dans les deux membres des equations 
qui le defmisscnt, la transformation lineaire liomogene la plus gene- 
rale. Nous dirons que ces groupes sont homologues ( ' ) dans le groupe 
lineaire bomogene general, ou encore qu'iis appartiennent au meme 
type. Remarquons, enfin. que les f^ioupes ii considerer sont necessaire- 
nienlalgebt'iques. 

Ccia pose, la determination dit groupe de transformations d'une 
equation lineaire donnee, ou plulul du type auquel il apparlicnt, sera 
possible des que Ton saura resoudre les trois problemes suivants : 

I. Determiner les dijferents types de groupes lineaires homogenes alge- 
briques d n variables (n etant I'ordre de I'equation). Dans la Iroisieme 
Partie de notre travail, nous trailerons ce probleme dans les deux cas 
n = 2 et n = 3. 

II. Calculer. pour chaain des lypfs troin'cs, iiii in^'ariuril raiioniid 
rararterislif/ue , c cst-ii-dire qui nadinelle pas tin grotqte plus grand, et 
former (a trail sformce donl il depend. La solution de ee deuxieme pro- 
blfeme ne depend que d'eliminatlons algebriques (^). 

III. lieconnaitrc xi une de res transforniics a une integrate ralionnelle 
en t. 

Le type ciierche sera, en eiret. Ic plus petit groupe correspondant a 
une transformee possedant une integrale rationnelle en l. 

4. On peul arriver au tbeoreme precedent en suivant une aulre 
marche, semblable a celle de Galois, et qui est aussi cellc que M. Pi- 



I < ) Nous traduisons utnsi le mol allomand glek/iberecAtigt. 
(*) fitir S. Lif, Trniisfiirinniiorn/{ruppe/r. \, p. tiS. 
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card avait employee. Considerons la resolvante generale, c'est-a-dire 
la transformee en V — w,a?, h- . . . n- u^Xn ; c'est une equation lineaire 
d'ordre n^ 

(a) ^'(Vj^o. 

II existe toujours au moins une equation difTerentielle algebrique, 

(3) e(V)-.o, 

jouissant, a i'exclusion de toute equation d'ordre moindre, des pro- 
prietes suivantes : i" elle est algebriquement irreductible; 2*^ toutes 
ses integrates sont des integrates de I'equation (2); 3*^ Tune au moins 
dc ses integrates est une integrate fondamentale de I'equation (2). 
L'enseml)te des transformations qui permettent de passer de I'une des 
integrates fondamentales de t'equation (3) a toutes tes autres con- 
stitue alors le groupe F. 

Nous n'insistons pas sur ia demonstration; nous voutons montrcr 
seutement que, si t'on pouvait determiner I'equation (3), tc groupe F 
serait par la-memc connu. Soit, en effet, 



n 



(4) ^i=^Clij{<^\^ "',^r)^J {/=I,2, .. .,/l) 



7 = 1 



la transformation generate du groupe F, que nous supposons, pour 
simplifier, defini par un seul systeme d'equations. 

L'equation (3) s'obtient en eliminant, par differentiations, les con- 
stantes a dans t'equation 

(5) V -2a/y(a)w,^y, 

de sorte que son premier membre, si I'on reduit I'un des coefficients a 
i'unite, est, avant d'y remplacer les x par leurs valeurs en fonction 
de /, un invariant caracteristique du groupe (4). Mais de ta symetrie 
de la formule (5) resutte que, si t'on y considere tes u comme des 
indeterminees, c'est alors un invariant caracteristique pour le groupe 



n 



(6) "j='^<'iji^)"i (y =N2, ...,/l), 



1 = 1 



,'4nn, de C^.c. Sormalt, 3* Serie. Tome IX. — Aout 189a. 3o 
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qui est le groupe f. diialis/itjiie (') du groupe F. Or les u subsisteot 
dans I'expression de 6(V); on peut done determiner T' el en d6- 
duirc r. 

Ce procede evitcrait la discussion do tons les groupes lineaires alge- 
bpiques; malheureusemenl. on ne voit pas de metbode qui permette 
de ti'ouvpr une equation telle que (3), connaissant I'equation (a). On 
remarquera enfin que. de meme qu'il y a une infinite de groupes F, il 
doit y avoir une infinite dequations jimissant des proprietes de I'equa- 
tion (3), et qui se deilutsent toutes de I'une d'entee elles, en y efFec- 
tuant sur les u la triinsfoi'mation Hneaire homogene la plus generale. 

5. La consideration des transformations inlinitesimales conduit a 
un nouveau tlieoreme. analogue au precedent : 

TiiEontME. - A tonic equation liiu-aire (i) correspond un groupe G de 
Iransformaliom iiijinitesimahs lineaires homogenes a n variahh^. ^iti 
j'ouit des deux proprietes suivanles : 

1° Toute fond ion ralionne/le des inlegmles qui a une expression alge- 
brique admet toutes les transformations infinilesimales de cf groupe. 

i" Tou/e fonctiou rationnelle des integrales qui admel loules les trans- 
formations injinitesimales de ce groupe s'exprime algehriquement. 

Considerons, en pITet, toutes les fonctionsralionnellcs des integrales 
qui s'expriment algehriquement, et, parmi elles, une fonction ad- 
mettant le numbre minimum de transformations inlinitesimales li- 
neaires homogenes indepcndantes. Soient F ceLte fonction, G le groupe 
de ses transformations inlinitesiinales; je dis que G est le groupe an- 
nonce. 

En effot. soit K une autre fonction I'utionnelle des integrales a ex- 
pression algebrique; elle admet le groupe G, sans quoi la function 
F-i-hR, ou « est une fonction arbitraire a expression algebrique. 
s'exprimerait algehriquement, et admettrail seulemenl les transfor- 
mations infinitesiraales de G que R admet, c'esl-ii-dire moins de trans- 
formations infinitesimalesdistinctes que F; ce qui est en contradiction 
avec le choix de F. 
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Inversement, loute fonction R admettant le groupe G s'exprime 
(II, Ch. Ill, n**3)algebriquomentaii rnoycnde/, de X,, .. ., A,, Fetleurs 
derivees; elle a done une expression algehrique. 

Remarque, — Le groupe G est evideinment le plus grand groupe de 
transformations infinitesiniales contenu dans le groupe F. II se con- 
fond done avec F, toutes les fois que ce dernier est defini par un seul 
systeme d'equations. Nous verrons dans le Chapitre suivant que ce cas 
est au fond le seul a considerer dans les applications; de sorte que 
nos deux theoremes se reduisenl dans la pratique au premier. 



CHAPITRE V. 

k£dugtion du groupe de transformations d'une Equation lin£aire, 



1. Adjonction cV une fonction rationneUe des integrales, — Soit 

une equation lineaire, F son groupe de transformations, et $ un inva- 
riant rationnel caracleristique de ce groupe. Soit maintenant $, 
une autre fonction rationnelle des integrales, et F, le groupe des 
transformations de F qu'elle admet. Je dis que Tadjonction de $, re- 
duit le groupe de transformations de Tequation a F,. En eflet, apres 
Tadjonction, les functions qui s'expriment rationnellement sont celles 
qui peuvent s'evaluer en fonction rationnelle de $, de $, et leurs de- 
rivees (les coefficients etant des fonctions rationnelles de t, de 
X|, . . ., X;,, des fonctions primitivement adjointes ix,, . .., [x^etde leurs 
derivees). Le plus grand groupe qui leur est commun est done le 
groupe des transformations communes a $ et $<, c'est-a-dire F,. 

Consequence. — Supposons en particulier que F soit un groupe 
complexe, et soit G le plus grand groupe de transformations infinite- 
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simalf-s qu'il contient; soil eiiBn F une fonctiun rationnelte ayant pre- 
cis^ment G pour groupe. Si I'on adjoint F, G devienl le groupe de 
['equation. 

OrFdfipend, en fonction de <P, d'uiiP equation slgpbriquc. Il est 
mcme facile de voir que le groupe de Galois de cetle equation peut 
etre considere comnie contiu. Suient en ellct {roir I. Cli. I, n° '2) 

(;, GT,, ..., CTi-i 

les families de transformations de V, et F,, Fj F^_, les fonctions en 

lesquelles F est cliangee par les transformations T,, T^ T*_|. Ces 

transformations permutent les fonctions 



suivant un groupe de substitutions, qui est le groupe de I'equation 

algebrique dont depend F. Car toule fonclion des racinesF, F 

F*^, de celte equation qui admet ce groupe, admet, comme fonction 
des X, toutes les transformations de P, et par suite a une expression 
rationnelle : et inversement. 

On peut done toujours, par la resolution d'une equation algebrique 
a groupe connu. faire en sorte que le groupe de transformations de 
i'equation lineairedonnee soil un groupe G engcndre par des transfor- 
mations inlinitesimales. Nous supposerons (oujours dans la suite, » 
moins d'indication contraire, que cette simplification a ete faite; en 
sorle que nous n'aurons a considerer que des groupes definis par un 
seul systeme d'equations, et que des fonctions rationnelles ayant des 
groupes de cetle cspi-ce. 

2. Sur les equations aiLritiaires. — (^onsiderons toujours I'equaliou 
lineaire (i); soit G son groupe de transformations et F une fonction 
rationnelle des inlegrales a-,, . ..,x„ ayant pour groupe G. Une autre 

fonction rationnelle R(j:i x„) depend alors, en fonction de F, 

d'une equation differeDtielle 

(5) iF(V|F./,/)-o, 

qui est d'ordre m, si le groupe des transformations communes a F et 
a R a m parametres de moins que G, Celte equation est irreductible, 



suR l'integration des equations DIFFERENTIELLES LINEAIRES. 2^7 

en ce sens qu'ello n'a pas d'integrale fondamentale commune avec une 
equation de meme forme et d'ordre moindre; en efTet, cette seconde 
equation, ayant pour coefficients des invariants de G, admettrait pour 
integrates toutes les valeurs que prend F par les transformations de ce 
groupe, c'est-a-dire qu'elle admettrait une integrate renfermant m pa- 
rametres essentiels, ce qui est impossible. 

Nous avons vu d'autre part que I'equation (2) possede des systemes 
fondamentaux d'integraies. Soient 

; T.(V,V,|F,>.,0 -=0, 



' **-,(V,V, V,...JF,X,0-=o 

les equations qui les caracterisent, et soil ^,, i'a, ..., Vi^ un de ces 
systemes. L'inlegrale generale est fournie par une formule 

En se servant des relations (3), on en deduira Texpression generale 
d'un svsteme fondamental, sous la forme 

Vi = Ai(r,, . . ., (-ArlF, X, /|ai, . . ., a„,), 

/w,, /722» . • -t ^k-K sont les ordres des equations (3); les a, j3, . . ., e des 
parametres arbitraires; on suppose enfin que dans ces expressions on 
a fait disparaitre toutes les derivees des v d'ordre egal ou superieur a 
celui de Tequation que chacune verifie. 

Si Ton joint maintenant aux equations (5) celles qui s'en deduisent 
par differentiations (en eliminant toujours les derivees d'ordre supe- 
rieur), on obtient evidemment les equations d'un groupe de trans- 
formations aux variables 

\\J ) Vi, Vj ,...,» J » Mt Vj, . . . , i J • ^ ... ^ V Icy ^k^ • • • » * A- 

On a en particulier une transformation de ce groupe si Ton effectue 
dans les fonctions (G) une quelconque des transformations de G, car 
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les relations qui exprimetit que i' c« satisl'ont aiix Equations C3) 

ne ci'ssent pas d'etre verifiees. L'enseml)lfi tie ces translormations pap- 
ticulitres constitue un groupe g isomorphe au groupc G. 

Ce groupe g jouit evidemment. vis-a-vis de I'equation (a), des 
menips proprietes que G ^ I'egard de I'equation (i). Nous pouvons 
done dire que iequalion (p.) possede un groupe de Irans/ormations, k sa- 
voir le groupe^. 

De plus, la transformation Identiquc de g correspond dans G au 

groupe des transformaLtons qui laissent invariantes a la fois c v^, 

et par consequent chacune des fonctions V. c'est-a-dire au plus grand 
SDUs-gi'oupe de G, invariant dans G. et laissant R invariante. II en rk- 
sulte que g sera un groupe simple a condition que ce sous-groupe 
invariant G, soit un sous-groupe invariant maximum de G. Nousdirons 
dans ce cas que I'equation (3) est une equation ii groupe sitnple. 

Hemarque. — Un cas reinarquable est celui oil le systtme fonda- 
mental d'inlegralesde I'equation (2) se compose d'une seule integrale; 
il I'autet il suffit pour cela que le sous-groupe de G que U admel soit 
invariant dans G. Si c'est de plus un sous-groupe invariant maximum, 
I'equation auxiliaire(2) est de plus une equation ii groupe simple. 

3. Methode generale d' integration. — Supposons qu'on ndjnigne a 
I'equation (1) toutes les inlegrales de I'equation (2), ou, ce qui revient 
au menie, les integrales d'un sysleme fondamental de cette equation. 
Le groupe de transformations de I'equation (i) se rMuit alors au 
groupe commun ii toutes ces ititegrales et contenu dans G, c'est-a-dire 
au sous-groupe invariant G, . D'oii I'enonce suivant : 

TufioHiaiE. — Par I' integration de I'equation auxiliaire dont depend 
une fonclion ralionnelle R, le groupe de Iransforinalions de fequation 
donnde se redutt a son plus grand sousgruupe invariant dont R admette 
toutes les transformations. 

Ce theori^me donne le moyen de ramener la resolution de toute 
equation lineaire a celle d'une suite d'equations auxiliaires a groupes 
simples. Pour que ces equations auxiliaires soieiil d'ordre minimum, 
on devra evidemment opercr dc la inanitirc suivaute. 
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On effectue une decomposition normale du groupe de transforma- 
tions G dc l*('*quation donnce. Soil 

cette decomposition; on cherche alors un sous-groupe de G conte- 
nant G, et ayant le nombre maximum de parametres : soil y, ; puis un 
sous-groupe dc G, contenant G^ et ayant le nombre maximum de para- 
metres : soity^; et ainsi dc suite; enfin un sous-groupe maximum y^ 
deG/i^i. On calcule ensuite des invariants rationnnelsFi, . . ., F^carac- 
leristiques respectivement dc y,, 7., . . ., y/^ : les equations auxiliaires 
sont alors celles qui fournissent l\ en fonction de F, Fj en fonction 
de F,, etc., enfin l\ en fonction de F>i_,. 

Les ordres des equations auxiliaires sont done les indices dc cornpo- 
sition (I, Ch. I, n" 3 ) dn groupe G. D'ou il resulte que, quelle que soit 
la decomposition normale employee, elle conduit toujours a des equa- 
tions auxiliaires des memes ordres. 

Remarque. — La methode precedente ne sera applicable, dans les 
conditions oil nous nous sommes places de n'avoir jamais a efTcctuer 
que des calculs algebriques, qu'autant qu*on pourra determiner une 
suite degroupesy,, yo y^ qui soicnt tons des groupes algebriques. 

4. Discussion, — II resterait a etudier dans quelles circonstances 
Tintegration (fune equation auxiliaire pent reduire le groupe de trans- 
formations de Tequation donnee. Nous nous bornerons ici au cas oil 
Tequation auxiliaire est elle-meme lineaire ('). 

Soicnt done 

(1) /(^):^0 

•'equation proposee, G son groupe de transformations, F une fonction 
rationnelle de ses inlegrales a?,, ..., x,t ayant precisement G pour 
groupe. Soicnt d'autre part 

(2) g[Y) --0 



( ' ) Les resultals qui suivent peuvent s'etcndre au cas plus i^en^ral oii Tequation auxi- 
liaire possede des syslemcs fondamonlaux d'inlt^grales. 



equutioii 



linegire auxiliaire, et v,. 



• r* 



un svslemp fondamental 



d'tntegrales de cette equation. Nous supposons que I'integpalion de (a). 
c'est-a-tlire I'adjonclion de y, ,r,, reduisp le {?roupe de transfor- 
mations de (r) a un sous-groupe G, de G ayant par exemple j para- 
metres de niniuB. Soit F, une fonction rationnello de ,r a-„ ayant 

G, pour ^roupe; i'hypothfese revient a dire que Ton a 



F,{x 



,^:) = n,{y.. 



.7,). 



H| etant une fonction rationuelic des integrales de (2). Formons alora 
les deux equations irreductibles (au sens du n" 2) dont dependent 
respectivemenl F, et H,. Comme elles ont une integrale fondamentaie 
commune, elles sont identiques; done elles sont en particulier du 
meme ordre. Des lopsla valeurgeneralodeH, paries transformations du 
groupe (de transformations) de I'equation (2) a ie meme nombre de 
parametres essenfieis que la valeur generale de F, par les transforma- 
tions de G. Or. si Ton adjoint a I'equation (3) les integrales de (1). 
F, et par suite H, devient rationnel; done cela reduit lo groupe de 
transformations de I'equation (2) tie s parametres au moins. Cela ne 
peut d'ailleurs pas io reduire d'un nomhre plus grand, s', car Ic meme 
raisonnemcnt prouverait alors que I'adjonclion des integrales de (2J 
reduit le groupe de transformations de (1 ) de / parametres au moins, 
ce qui est contraire a i'hypothese. Done I'adjonction des integrales 
de (i) reduit le groupe de transformations de (2) exactement de s 
parametres. 

De plus, les diverses valeurs de F, etant respectivemenl egales aux 
diversea valeurs de H, se trouvent toutes adjointes par I'adjonction 
des integrales de I'equation (2). Done le groupe G de I'equation (1) 
est reduit a un sous-groupe invariant G, ; el de meme pour I'equation 
(2). Nous pouvons done enoncer les resullals suivanls ; 

TiiEORfeME. - - Si. par l' integration (I' une equation Uneain- auxiliairc. 
le groupe de iransformalions tie I'equation propm^e se ln>u\e retluil de 
s parametres, d en est de rn^nie pour I' equation auxiliaire. par t' integration 
de la proposes, be plus, les nouveaux gmupes de trarisfurmalions des 
deux Equations sont invariants dans les anciens. 

CoROLLAtRE 1. — Si I' integration d'une equation Uneaire auxiliaire q, 
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groupe simple reduit le groupe de transfonnations de V equation donnee, 
les integrales de l* equation auriliaire sont des fonctions rationnelles des 
integrales de la proposee. 

Car, si l*on adjoint a Tequation auxiliaire les integrales de la pro- 
posee, son groupe, qui est simple, se reduit, en vertu du theoreme 
precedent, a la seule transformation identique, de sorle que toutes ses 
integrales s'expriment rationnellement ('). 

CoROLLAiRE IF. — Si r integration dune equation lineaire du premier 
ordre reduit le groupe de transformations de la proposee, une quelconque 
de ses integrales est une fonction rationnelle des integrales de V equation 
donnee, Le groupe de transformations de celle-ci se reduit alors a un 
sous- groupe invariant ay ant un parametrc de moins. 

Car le groupe d'une equation lineaire et homogenedu premier ordre 
est le groupe lineaire homogene a une variable, qui est simple. 



CHAPITRE VI. 

Equations lin^airbs i>'t£grables par qiiadraturks. 



I. Theoreme. — Pour quune equation lineaire soit integrahle par 
quadratures, ilfaut et il suffit que le groupe de transformations de cette 
equation soit un groupe integrahle (^). 

Nous demontrerons d'abord que la condition est necessaire. 

Remarquons, a cet effet,. que toute quadrature equivaut a Tintegra- 
tion d'une equation lineaire du premier ordre ; et supposons, par con- 
sequent, que Tequation donnee puissc etre integree au moyen d'une 



(') Ce coroUaire, avec I'exlonsion indiqu6e dans la Note precedente, niontre que la 
melhode du n** 3 est la scule methode d'int^gralion de T^quation propos6e au moyen 
d'e<]uations auxiliaircs k groupes simples. 

(«) f'o/r^Ch. I, n**3. 
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suite (i'equations lineaires auxiliaires du premier ordre, c'esl-a-dire 
que soil groupe de transformiilions se reduisc flnalement a la seule 
transformation idonliqne par I'adjonction successive des integrales de 
ces equations. II resulte du corollatrc II du n" 4 du Chapilre precedent 
que, cliaque foisque It' groupe se reduit, il se reduit ii un sous-groupe 
invariant ayant uii parametre de moJns. 

Done le groupe de transformations de I'equation donnee contient 
un sous-groupe invariant a un parametre de moins, celui-ci de meme, 
et ainsi de suite; c'est done bien un grnupe inlegrable. 

Hemarqiie. — On pent aussi luire une demonstration directe. Sup- 
posons que I'lntegralion de i'equation 

CI 'I'-'Ji') 



reduise le groupe de translormalions li de la proposee a son sous- 
groupe G, ; et soit F, une fonction ration nolle des integrales x ,a:„ 

de I'equation donnee qui ait pour groupe G,. On a, en designant pary, 
une Integrale df! (i), et par H une fonction rationnelle, 



F,(.^' 



■n) = H(y,). 



Formons I'equation irreduclible (H.Ch. V, n"2) dont depend F, ; et 
celle dont depend H(v, ), et qui est evideniment du premier ordre. La 
seconde equation, admeltant pour inlegralc une integrale fondamen- 
lale de ta premiere [a cause de I'egalite (a)], est identique & la 
premiere, de sorte que la valeur generale de F, par Ics transfor- 
mations de G ne depend que d'un parami;Lre esseiitiel ; c'est dire que 
G, a un parameire de moins que G. De plus, les diverges valeurs 
de F, etant les memes que les diverses valeurs de ll(y, -f-«) se trou- 
vent toutes adjoinles ; done G, est un sous-groupe invariant de G. 

Le raisonnement s'aclieve alors comme precedemment. 

CoROLLAlRE. — L'equatioH differentielle lineaire generate iVordre n 
(n > r) n'cst pas integrahle par quadratures. 

Car son groupe de transformations est le groupe lineaire homogfene 
I a rt variables ; ce groupe ne contient qu'uu sous-groupe a un 
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parametre de moins : c'est le groupe lincaire homogene special, qui 
est invariant dans le precedent, mais qui est simple (*). Le groupe 
lineaire homogene general a n variables, pour w > i, n'est done pas 
integrable. 

2. Passons a la demonstration de la seconde partie du theoreme. 
Nous nous appuierons sur ce resultat (*) que tout groupe integrable 
de transformations infinilesimales lineaires homogenes a n vjiriables 
est homologue a un sous-groupe du groupe 

dont les transformations linies ont pour equations 



On voit facilement que toute transformation lineaire homogene qui 
laisse invariant le groupe K est contenue dans ce groupe, de sorte que 
tout groupe lineaire homogene integrable, complexe ou non, est ho- 
mologue a un sous-groupe de K. 

II en resulte que, si le groupe de transformations de Tequation 
lineaire d'ordre n donnee est integrable, tout invariant du groupe K 

s'exprime rationnellement, en designant par a?, o?,^ un systeme 

fondamental d'integrales de cette equation convenablement choisi. 

Or le groupe K est le groupe des transformations communes aux 
fonctions 



(3) 



d^D, d^])^ dOhi~i 



— , . • • 1 J 



dl dt dt 



(^^) S. Lie, Tra/tsformalw/isgruppefi, I, Ch. 2G ot Ch. 27. 
(«) Ibid,, Ch. 27, p. 589. 
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^A 



A I) 



(A^rzil, U, . . ., /I -- i): 



en efTet, "^ ^ est un invariant caracteristique du groupe 



X^ TZL a 



1.1 



r, 



-^^I.A ^A» 



.r^. —a^, .r, -f-. . .-h /7x,;t ^A, 



• • » 

Done, toutes ces fonctions s'exprimentrationnellement. En particu- 

lier, la premiere — ^ a une expression rationnellc, de sorte que Ton a 

deja, par une quadrature, une integrale de la proposee, a savoir a;,. 
Posons alors 

X^ :n .Tj / )'i atf . . . , Xf^ =:^ 07, / yn—l "^  

ji, ..., v„_i constituent un systeme fondamental d*integrales d'une 
equation lineaire d'ordre n — i dont les coefficients sont rationnels, 
puisqu'ils s'expriment rationnellement au moyen de X,, ... , X^, (coef- 
ficients de la proposee), de -jjp et de leurs derivees. 
De plus, on a, par un calcul facile. 



I) 



k- 



(-r,)' 



V, 






.)'A-1 



ytr 



(.r,)*E*..,, 



en sorte que la nouvelle equation est encore telle que les quantites 






dt 



analogue aux quantites (3), s'expriment rationnellenient. On peut, des 
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iors, opercr sur elle comme sur la precedente, et ainsi de suite. On 
aura done une nouveile integrale de la proposee, x.^ par exemple, par 
deux quadratures nouvellos superposees; puis une autre, x^^ par trois 
quadratures nouvelles superposees, et ainsi de suite; de sorte que 
Tintegration complete de Tequation donnee exigera, dans le cas le 

plus general, i 4- 2 -f- . . . -f- // — ^'-'— ii quadratures. 

liemarque. La demonstration qui precede a ceci de remarquable, 
qu'elle montre que, si une equation lineaire pent etre integrec par 
des quadratures, elle pent toujours I'etre en employant le procede 
classique qui consisle a chercher une integrale particuliere, puis a 
ramener I'integration de Tcquation donnee a celle d'une equation 
lineaire d'ordre inferieur d'une unite, et ainsi de suite. Elle fournit 
Tenonce suivant : 

TiiEORfcME. - Si une equation lineaire est intef^rable par quadratures^ 
la derivee logarithmique de Vune de ses integrates sexprime rationnel/e- 
ment. 

Enfin, la condition necessaire et suftisante enoncee en tcte de ce 
Chapitre pent prendre une autre forme, analogue a la condition donnee 
par Galois pour la resolubilite par radicaux des equations de degre 
premier, qui est que la resolvante de Lagrange ait une racine ration- 
nelle. En effet, notre condition pent s'exprimer en disant qu'une tone- 
tion rationnelle des integrales ayant pour groupe le groupe K doit 
s'exprimer rationnellement. Une telle fonction est, par exemple, 

oil w,, . . ., £/;, I sont indeterminees. D'ou le theoreme suivant : 

Th^or£:mk. — Pour quune equation lineaire d\)rdre n soit integrable 
par quadratures, il faut et il sujjit que la transformee d'ordre -^— — - 
dont depend (2 ait une integrale rationnelle. 

Dans la pratique, il sera en general preferable, pour reconnaitre si 
une equation donnee est integrable par des quadratures, de suivre la 
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marche meme employee dans notre demonstration; car la resolvante 
en CI est, des le troisieme ordre, extremement compliquee. 

3. Considerons encore une equation iineaire ayant pour groupe do 
transformations un groupe integrable G. La methode generale d'inte- 
gration duChapitre precedent montre encore que Tintegration n'exige 
alors que des quadratures. Soit, en efTet, G| un sous-groupe invariant 
de G avec un parametre de moins, et soicnt F et F, deux fonctions 
rationnelles des integrales ayant pour groupcs G et G|. F, est inte- 
grale d'une equation du premier ordre de la forme 

(4) a>(F„^^lF,^,/)^o. 

De plus, G, etant invariant dans G, la valeur generale de F| s'ex- 
primc au moyen d'une valeur particuliere par une relation 

(5) V:r=A(F,|F,>.,^|a), 

oil a est une constante arbiiraire et oil ne figure aucune derivee de F, : 
enfin celte relation donne toujours Tintegrale generale, si Ton y rem- 
place F| par une autre integrate particuliere. En resume, F| est inte- 
grate d'une equation connue 

(6) *-(^,y./).-o, 

qui jouit de cette propriete que son integraie generale Y s'exprime au 
moyen d'une integraie particuliere y par une relation connue 

(7) Y^0(/,«), 

dont la forme est independante de cette integraie particuliere. Je dis 
qu'une telle equation s'integre par deux quadratures au plus. 

En effet, I'equation (7) definit evidemment un groupe de transfor- 
mations a une variable et un parametre. Calculous sa transformation 
infinitesimale; soit 
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el detenninons une fonction z dc v par la condition 

fiz 

c'est-a-dire 

Le changement de variable, z = 7 (,y)» change alors (8) en -^ > c'est- 
a-dirc change le groupc (7) en le groupe 

(9) Z^^-f-(3. 

II change done I'equation (G) en une equation dont Tintegrale gene- 
rale ne renferme qu'une constante additive, et qui est, par consequent, 
de la forme 

dz 

Cette equation s'integre par une secondc quadrature, et des lors Tin- 
tegration de I'equation (3) est effectuee. 

En resume, la reduction du groupe de transformations a G, exige au 
plus deux quadratures. Nous disons au plus, parce que la premiere 
quadrature disparait, en general, dans les applications. Si done le 
groupe Gar parametres, I'integration de I'equation donnee necessite 
au plus 2r quadratures. 

Remarque I. — La demonstration precedenle prete a cette objec- 
tion, qu'elle suppose qu'on puisse effectuer une decomposition nor- 
male du groupe G en sons-groupes algebriques; mais elle a Tavantage 
de montrer comment, dans certains cas, le nombre des quadratures 
pent etre reduit de beaucoup. 

Remarque II. — II y a enfm lieu de dislinguer entre les quadratures 
qui se calculcnt independamment les unes des autres et les quadra- 
tures superposees. Dans Tapplication de la methode generale, toutes 
les quadratures paraissent devoir etre superposees; notre premiere 
demonstration montre, au contraire, qu'on pent diriger les calculs de 
maniere a avoir au plus n quadratures superposees. On pent souvent, 
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(I'ailleurs, modifier la methode general^, de maniere a remplaccp des 
quadratures superposees par des quadratures independantes. 

Supposons, par exemple, que G contienne p sous-groupes invariants 
distincts a un parametre de moins : on pourra, par des quadratures 
independantes, calculer successivement des invariants de chacun 
d'eux, et I'adjonction de ces p fonctions reduira le groupe de transfor- 
mations de ['equation de p parametres. 

4. Equations a coefficients constants. — L'exemple le plus simple est 
celui des equations a coefficients constants. Soit Tequation 

Tequation en -^ admetwintegrales rationnelles, a savoirles w racines. 
supposees distinctes, de Tequation 

(ll) ?(«)=: M^-l- c, //'»-*-!-. . .-hC;,..,a + C;,=:o; 

r' r' 

soient -S ••> — ^ ces // racines. Le ij^roupe commun a ces n fonc- 
tions est 

c'est done le groupe de transformations de Tequation. Or les transfor- 
mations de cc groupe sont cchangcables deux a doux : Tintegrafion 
doit done s'efTectuer par n quadratures independantes, d'aprcs la 
remarquc II du paragraphe precedent. Les n sous-groupes a conside- 
rer sont ici ceux qu'on deduit de (12), en supprimant successivement 
cbacunc des transformations infinitesimales, et les n invariants sont 
les n integrales ;r, , ...,07,,; on retombe done sur le proccde ordinaire 
d'integration de cette classe d'equations. 

Remarque. — Si les racines de Tequation (1 1) ne sont pas distinctes, 
le groupe de transformations de Tequation (10) se reduit. Supposons, 
par exemple, que //, soit racinc multiple d*ordre k de (n), et soit 

w, =: -^ • Je eonsiderc Tequation en j = -f > qui est 



o=zj(./.7'-^c-ix7-''-T-...-i-C;,jr,)-+-j'[/j.r^,''-' H-(/< — i)c,j:'(' "-h...-hC;,_, xJ-h.... 
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Elle (levieiit, si Ton pose .r, — ^'''•\ 

y' 

c'est-a-dirc 



V 



I A.-, 



T-l'^^U"i)-i-...--0. 



a: 

Elle a (lone/: intej^rales ralionnelles, par exeinple 

I t /- ^^ -• 

qui seront, si Ton veul, '-/» --, ••? '/•, de sorte que le groupe (12) est 
ici remplace par 

La quadrature qui doniie d\ fournit en menie temps 

e'est-a-dire que /c quadratures sonl remplaeees par une seule, ee qui 
tient a ce que le groupe eontient k — i paranietres de inoins que dans 
le cas general. 



>» »■»« 



TROISIEME PAKTIE. 



CHAPITRE I. 

<i£.N£RALIT£S. — GHOIPKS DUALIS I IQl ES KT fiyi A TIO.NS ADJOIMES. 



1. Generaliies, — D'apres la melhode geiu'rale que nous avons 
indiquee pour Tintegration d'une ecjuation lineaire donnee, la tlieorie 
generate des equations lineaires d'ordre n comprend la resolution des 
trois problemes suivants : 

1. Determiner les divers types degroupesalgehriques conlenus dans 
le groupe lineaire homogene a // variables. 

y#/iR. de I'Ec. \ornialc. 3* Scric. lonii' IX.. -- Aolt i8f)?. •'*"^ 
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II. Etudicr a quels caracti'ics on reconnaitra que le groupe dc trans- 
formations d'une equation lineaire donnce appartient a iin de ces 
types. 

III. (^onnaissant le type du j^Monpe de transformations d'une equa- 
tion lineaire, indiquer quelle sera la nature des equations auxiliaires 
ii integrer, et former ces equations auxiliaires. 

Nous ne pouvons aborder ces problemes dans toute leur generalite; 
nous limiterons nos applications aux deux cas particuliers des equa- 
tions du second et du troisieme ordre. Voici auparavant quelques 
remarques generales. 

La nature des equations auxiliaires depend de la structure du groupe 
de transformations de Teqiiation; c*est la une question sur laquclle 
nous nous reservons de revenir plus tard. Indiquons seulement ici ce 
resultat, que les equations du premier ordre intervenant dans I'appli- 
cation de la methode pourront loujours etre remplacees par des equa- 
tions de iliccati, a moins queTintegration de ces equations se ramene 
a des quadratures, cas que nous avonsprecedemment etudie. 

La solution du second probleme revient a reconnaitre si une cer- 
taine equation dilferentielle admet une integrale rationnelle : la me- 
thode des coefticients indetermines, jointe ii la decomposition en ele- 
mentssimples, suffira en general. II seraavantageuxdefaireintervenir, 
dans la formation des equations a considerer, les invariants de Tequa- 
tion lineaire d'ordrew. 

Enfin, dans Tetude des tyi)es de groupes lineaires homogenes, on 
devra distinguer entre les groupes integrables et les groupesnon inte- 
grables : on pourra meme ii la rigueur se dispenser d'une etude 
detaillee des premiers, et appliquer simplement ce que nous avons dit 
de rintegration par quadratures. Pour lesautres, nous cherchons tous 
les types dc sous-groupes non integrables du groupe lineaire homogene, 
et nous ne conservons que ceux (jui sont algebriques. 

2. Groupes dualistiques. — La recherche de ces types est simplifiee 
par la consideration des groupes dualistiques. On sait que M. Sophus 
Lie appelle ainsi (') deux groupes qui se deduisent Tun de Tautre par 

{ ' ; 7ransJornuftio/tsgru/:pcN , 1 J , Ch. H ) . 
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la transform<ation de contact liomogene qui est deJinie par la relation 



.ri.rj-i 






Pour les groupes lineaires homogenes, on peut donncr une definition 
plus elementaire. La transformation dualistique de la transformation 



n 



^<U. 



.1'.— y (tii,.Tt, 

k .1 



{ / I, '»,...,// ) 



est, par detinition. 



/} 



//, rr: 



2 



/ -I 



/ilojrA 



/// 



<) (lik " 



(/ - 1, M, . . ., //), 



ou 



a 



\\ 



fi\,i 



a 



n\ 



(I 



mi 



Son inverse est done 



n 



/// — 2 flT/A- /'/ (/•' l,T, ...,/j). 



i—\ 



de sorte qu'elle est definie par Tidentile 



n 



n 



2 "i'^' -^ 'a-'/.- 
/ - 1 /.I 

II resulte de la qu'ii tout groupe de transformations lineaires homo- 
genes correspond un groupe dualistique, forme des transformations 
dualistiques (ou de leurs inverses). 

Soit maintenant une transformation infinitesimale 

|7.- 

et cherchons la transformation dualistique 



2J2 K. VKSSIOT. 

rile (loi( Hve lell(M|uo i]//,.r,s()i( iiivariaiil, ct* (\\\\ donne Tidentile 



2 e.Kriiii -r-^] e'j,,x,,Uj—o 



if. 



ih 



OU 



^{f*ik- ('',,,) ^r,n^-:-i} 



if,- 



d'oii Ton concliit 



''// " — ''/ 



/ 



( /, /. I, ■^ . . ., //), 



Done, pour passer d'un j^roiipo lineaire liomogene au dualistiqiic, il 
nous suflira d'interverlir dans ses transformations infinitesimales les 
indices des variables avee ceux des deriveos partielles. 

3. Equation adjointe. — So if 



(') 






(It' 



uno equation lineaire, ayanr i)our sysleme fondamental d'integrales 

les fonctions x^, r,,. I/equUion adjoinle de Lagrange est celle qui 

a pour integrales les (onclions ^/, u,^ definies par les relations 



CO 



i\ .- \\l 


•"^' "-'"'^ " 1 
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1 • • • 14 


'// 


«1 V 11 II I \. >• I'CCt 


"l'-l 


• ''J /'r 




• • 


- 


u„.r„ -0, 


"I'-'l 


' fl ll\ 




 • • 




//„./•,, - -o. 


".'•," 


- ■•■■- ff,.r:' 


•1 


* * • 


•. 


* 


">•'■," 


'" ^- //,./•;' 


r 


 • 







Si done on posi 



on en tire 






I ./ 



A 'I 1 



/// -. 






• • • 



./• 



./• 



n 



n 



• • • « • • 



,. '/ P 



(/. I, >,.... // ), 
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de sorte que I'integralc generate de I'equation adjointe est 
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(3) 



// -: - 



] 

A 



.r 



.r 



1 



r, 



.r 



./■ 



n 



ti 



I » 



./ 



Jn~i) 



n 



(':, 



oil c,, r., . . ., c„ sent des eonstantes arbitraires. En differentiant cette 
relation, on obtient successivemont 
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^f'n 
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(iu I 

dt "" A 


1 
• • • 




• • • 

.,.(«- 1) 


: >.,f/, 




^'l 
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tU^ A 
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dt^-^ A 
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n 
• • • 
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^1 




<^// 





--(— i)«).„_ii/; 



done enfin 

(In If d'^~^ d 



C'est done la I'equation adjointe. On sail que Tadjointe de Tequation (4) 
serait preeisement Tequalion proposee ( i). Cette reciproeite tient a ce 
que, par des diirerentiations, on pent deduiredes relations (2) les for- 
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mules analogues 

/' ;r, til -H JTj //j -}-... -T- ^/i !/« -"=: O, 

I ^, u\ -h jc^u'^ -h . . . -f- Jr„ tt'„ — o, 

(5) < 

' ,T^u\''-^-^ .rj< =*'-!-... -^ .r„i/;« -»^ — o, 

L'importance de Tequation adjointe dans notre theorie tient a ce fait 
que les groupcs de transformations de deux equations adjointes sonl 
deux groupes dualistiques. En effet, la forme des relations de defini- 
(ion (2) montre qn'a tonte transfornialion 

entre les x correspond entre les fonctions // la transformation 



fik 



^(tikflfc^ 



c'est-a-dire Tinverse de la transformation dualistique; et Tinverse a 
lieu evidemment. Des lors toute fonction rationnelle des 11 qui a une 
expression rationnelle admettant, comme fonction des x et de leurs 
derivees, les transformations du groupc de transformations G de Te- 
quation (i),admct, comme fonction des indeterminees w, le groupe G' 
dualistique de G; et reciproquement toute fonction rationnelle des // 
invariante par G' est, comme fonction des x^ un invariant de G, qui est 
le dualistique de G'; elle s'exprime done rationnellement. G' est done 
le groupe de transformations de Tequation adjointe (4). 

Comme Tintegration de chacune des equations adjointes (2) ou (4) 
entraine celle de Tautre, on pourra, dans les applications, considerer 
comme equivalents deux types de groupes lineaires homogenes, cor- 
respondant ii des groupes dualistiques. 
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CIIAPITRi: II. 

£QlAriO>S l)U SECOND ORDRE. 



1. Groupes lineaires homogcucs a deux variables ('). — Lc groupe 
lineaire homogene general a deux variables .r,, x^ depend de quatre 
parametres. Toute transformation intinitesimale de ce groupe est une 
combinaison lineaire des quatre transformations 



./ 



•,/>,, i'tP\^ i\pi^ .-''i/'i- 



Nous allons determiner ses sous-groupes; pour nous aider dans cette 
recherche nous considererons .r,, x,, comme les coordonnees homo- 
genes d'un point d*une droite. 

Groupes a un parameLre, — So it 

un de ces groupes; trois cas peuvent se presenter : 

a, II laisse invariants deux points distincts; en les prenant pour 
points de repere, x\ = o, x,.— o, on trouve pour \f la forme cano- 
nique 

h. X/ laisse invariants deux points confondus; prenons le point 
double invariant pour point a, - o, et nous obtenons la forme type 

c, Le groupe laisse invariant tout point de la droite; c'estalors 

'^'iPx-^^'tPi' 



{ ^) Ces groupes ont eti's depuis longteiiips, detormiiics par M. Lie. 



2/;6 
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Groupes a deux paramcl res, — Tout groupe a deux |)arametres pos- 
sede au moins un sous-groupc invariant. De la trois cas : 

a. Ce sous-groupe invariant est du type 

Chacun des points qu'il laisse invariants est invariant par lout le 
groupe (*); la deuxiemc transformation infinitesimale du groupe est 
done de la meme forme, et le groupe a pour type 



'^'iPi9 f'iPt 



b. Le sous-groupe invariant est du type 

Une deuxieme transformation intinitesimale laisse encore invariant 
le point oL-i = o. Si elle est du meme type, le groupe est 



^^iPt^ ^iPi-^'i'iPi 



Si elle laisse invariants deux points distincts, elle est 



et le groupe contient 



(\,Xj) ^(flr,— ^/,).r,/^j. 



On en conclut A = o, et pour le groupe la forme type 



JCi Pi, (h^i'iPi -H f^t'^'iPi 



(^1.-'" ^i)- 



Enfin, si X2 laisse invariant cha(|ue point de la droite, on retombe 
sur I'avant-dernier type. 



('; Transformationxt^nippcn, I, p. 'jhri. 
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c. Le sous-groupo invariant est .r,/>, -h .r,/>2; on rotrouve les types 
precedents 



'^« /'i* '^i /^i 



^^iPif t'lPi-^^^iPi !. 






Groupes a trois parameLres. — Soil G un de cesgroupes. S'il est inle- 
grable, il est dn type (voirW, Chap. VI, n** 2 ) 



-fi/?i, t-xlh^ 'tPi 



Sinon, il a la structure du groupe projoctif general a une variable, 
c'est-a-dire 

(X,X,)-X„ (X,X3):-X3, (X,X,)z-..X,. 

X,,Xa forment un sous-groupe a transformations non echangeables, 
qui peut etre pris sous la forme 



et comme 



soit alors 



On a 



X,= .r,/;„ X.— a,^i/>i4-a,.r,/;j, 

(X, Xj)^- (ot — ^i)^''\Pi^ 
X; = a, (.r, />i -i- ./"j/^j ) r- ^r^pi ; 



d'oii Ton conclut 



et, par suite, 



/>, - o, //, - '.>.^, — '>.(^/, - l), 



On trouve done seulement le groupe lineaire special 



.f, />3, ^'\pi ^i'-Pif f'ipi 



On obtient sans dilficulte les (ransformations finies des groupes 
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precedents; il rcste conime groupes algebriqiios 



(I) 



•'"i/'j. r,/',— liPu 'iPl 



(ID 



J"i/^i. ■'■%Pi, ■r,/», ;, 



(III) 



./•i/(j, fU'-tPt-t- f'l'ipi I (CiT^a,), 



(IV) 



r,/>u a\pi + .r,p. 



(V) 



' ''l/^P »''s/'2 't 



(VI) 



a^d\p^-\- a^x^pt 



(^I'^i), 



(VII) 



•^1 Pi 



(\ni) 



./•,/>! -:.r2/> 



•» 



I.e rapport - - doit vivit rationnrl. Tons cos };roiipes sont iiitegrables, 

sauflo premier. Les groupes (^i) el ( Vlli) sont seuls invariants dans 
le groupe lineaire lioniogene }i;eneral. 

i. Nous prendrons Teqiiation lineaire du second ordre sous la forme 



(') 



r/. 



fl.v 






el nous la supposerons detinie par le coetticient/; et Tinvariant K. Voiei 
comment s'introduit e(»( invariant. Posons 



r< 



./ >.\, 



SLR L INTKGRATION DES KyiATlUNS DIFKKIIKMIELLES LINEAIRES. 2DC) 

Xetanlune f'onrtion do/; rc;c|uation preiul la loniie 

(3) __, ,,>---^y\r-:o, 

oil 

Ges iormules detinisscMil iiii ^Toiipc' conliini intiiii dt! traiislonna- 
tions des quantiles p vX y; on en ohlient un invariant differentiel 
du premier ordre en choisissant A de nianiere a annuler P, ce qui 
donnc 

(5) ). e •'>'", 

(6) ./•  \r'-""^ 



et fournit la lorme reduite 



d^\ 



(7) 7/7^ -^"^^ "^ 
avec 

(8) K ^, ,._,,. _,/. 

La forme reduile devant roster la menie, si Ton ellectue d'abord 
dans Tequation (i) une transformation quelconque de la forme (2), 
Kestbien un invariant difTcrentiel de Tequation pour les transforma- 
tions (2). On voit de plus que, si ^ et K sont connus, q s'en deduit im- 
mediatement. 

Trois translormees bien connues jouent un role important dans 
Tetude de I'equation du second ordre : ce sont celles dont dependent 
les invariants caracteristiques des groupes (I), (If) et (VIII). Lc pre- 
mier a pour invariant 

et la transformee correspondanle est 

(9) A'-^2y^A:-o. 
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Le groupc (II) a pour iiiviiiiant 



*' = — ; 
•^1 



nous ie remplaQons par un autre qui soil un invariant aussi pour les 
transformations (2), do sorte que Ics coefficients de la transformee 
s'exprimcnl au moyen de I'invariant K. Get invariant est 

/ / ti ti 

//  . — !- -t- /> — - - . -7-^7 ^ • 

La transformee peut se calculer sur i'equation reduite (7). On a 






d'oii Tequation de Riccati 

(10) //'h- u--\~ K -- o. 

Knfin le groupe (VIII ) a pour invariant 



TO — — 



C'est un invariant pour les transformations (2); on pent done encore 
se servir de la reduite (7) pour trouver la transformee dont il depend 
On a 






done 



» ^ / - ^,'' \ S 



ou entin 

!t. /)e rinlegralion de Ceqaalion da second ordre. — Supposons que 
nous ayons affaire a Tequation generale du second ordre. Notre theo- 
rie conduit alors a ce resultat connu qu'on en peul ramener Tintegra- 
tion a celle d'une equation de Riccati et a une quadrature. On peut 
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(le plus faiiv en sorlr qur ces riciix operalions soicnt indepeiulanles 
Tune de Taulre. En eflet, si Ton inle^ro Tequation (()), au nioyen de 
la quadrature 

on reduit le groupt; do transformations de I'equalion au groupe de A, 
c'est-a-dire au groupe lineaire special. Si, en meme temps, on integre 
Tequalion (lo), cela reduit ce nouveau groupe a la transformation 
identique, puisqu'il est simple. L'equation donnee doit done etre in- 
tegree. Soient en effet w,, Wj* " tJ'ois integrates de Tequation (lo) : il 
existe deux integrates de {'equation reduite (7) qui sont telles que 
i*on ait 

x; \, \\ -H \; 

et, en meme temps, 

Cela tient a ce que les deux premieres de ces formules ne definissent 
\< et X.^ qu'a un facteur constant pres. On en conclut 

('' — "i)Xi4- (li — ^/j)Xj=o, 
ct, par suite, 

\ X = 4 / — ~ -'-^ , \ - - 4 / """^ , 

(i3) j ^ ' V ^" -"i)C''i — "*)' ' V I'' — "sM''i"-''i)' 

Remarque I. — La presence d'un radical carre dans les formules (i3) 
tient a ce que les groupes de A et de w, w^, u.^ ont en commun la trans- 
formation 

de sorte que, apres la quadrature (12) el Tintegration de Tequation de 
Riccati(io), le groupe de transformations y?/i/e5 de I'equation se re- 
duit en realite a la transformation identique et a la transformation (i4)- 
II faut done encore Textraction d'une racine carree pour le reduirea la 
seule transformation identique. 
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Remarque II. — Si ['equation proposee a pour groupc de transfor- 
mations le groupe lineaire special, A est rationneU c'est-a-dire que la 
quadrature (12) disparait dans le calcul precedent. 11 n'y a done dans 
ce cas, qui se rcconnait a ce que le coefficient p est la derivee loga- 
rithmique d'une fonction rationnelle, qu*a integrer Tequation de Ric- 
cati (10). 



.r, 



4. Equations integrables par quadratures, — La fonction ^ a pour 

groupc le groupe (ff) ((ui conlient parnii ses sous-groupes tous les 
types qui suivent, c'est-a-dire tous les groupes integrables. On a done 
le theoremc suivant, donne autrefois par Liouville ( *) : 

TiiEOREME. — Pour qu une equation lineaire du second ordre soil inte- 
grable par des quadratures, ilfaut et il suffit que la deriire'c logarithmiquc 
d'une de ses integrales soit rationnelle. 

En general, il est avantageux de substituer a ^ I'invariant 



ce qui donne Tenonce : 



-^1 



Theoreme. — Pour que Inequation du second ordre (i) soit integrable 
par des quadratures , il faut et il sujjit que la transformee de Riccati 



ait une integrale rationnelle. 

Les deux enonces n'en font qu'un si /; ~ o. 

Il resulte de la que la forme generale des equations du second ordre 
integrables par quadratures est 

(15) ^_^,y,^4-(/>'-i-/>^-U'-R*)a^ = o, 

R etant une fonction connue de /. On a un svsteme fondamental d'in- 



{^) Journal de Liouville, i'^ serle, I. IV, p. f\'ii. 
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tegrales par les formules 

Exemple, — Si Ton considcre rcquation 

(.7) -^-(^^+6'j.r.:0. 

Tequation de Riccati correspondante est 

Par I'emploi de la decomposition en elements simples, on voit faci- 
lement que tonte intej^rale rationnelle de cette derniere equation est 
de la forme 

F(/) etant un polynome de degre n. On en conclut, par identification, 
que a = n(n -h i ), et que F(/) est donne par Tequation lineaire 

/ P -r •>. ( ht — n)V'~ 9. hnV z= o, 

qui permet d'en calculer les coeflieients de proclie en proche. 

Rernarque, — Nous avons repris Texemple precedent, quoiqu'il soil 
bien connu, parce qu'il conduit a un cas d'exception du theoreme pre- 
cedent que nous devons signaler. 

Si Ton pose, dans Tequation (17), . — ^-^ on obtient Tequation 

az' •}. z ffz z- \ z J 

qui, dans le cas a == n{n -+- 1 ) (/2 etant entier), est evidemment inte- 
grable par quadratures, sans que la derivee logarithniique d'aucune 
de ses integrales puisse etre rationnelle, puisque Ton a 



dy r I // •• . 



/• 



f^^ o.z\'z ^t' 



II y a cependant dans ce cas, comme il est facile de le verifier, un 



invariant dugroupe (II) (jui est rationnei; seulemenl, I'expression de 
-^ en Tonction tie oel invariant, I'ournie par l;i methode generale de 
ealcul indiquee au Chapitre III, n" 2 (deuxieme I'artie} devient illu- 
soire quand on y remplace les coefficients de requalion lineaire ot cet 
invariant par lours valcnrs actuelles, 

Cas pardculiers. — Dans le cas oil le groiipe de Iransl'oi'mations de 
I'equation (i) esl I'un des groupes (III), (IV). (V). (VI). (SW). 
(VIII). I'integration, qui exige dans le cas precedent trois quadra- 
tures, dontdeux superposees. se simplifie. Elle se reduil a une seule 
quadi'ature pour les trois derniers, a deux pour les aiitres: cos doux 
quadratures sont independantes dans le cas oil le groupe est Ib 
groupe(IV). Nous n'effectuons pas ici les calculs. qui ne presentent 
que peu d'interol. 

5. Equations integrables algebriquemenl. — Notre theorie conduit 
egatement it la condition necessaire et suffisante pour qu'une equation 
lineairo du second ordre s'integre algebriquoment. II faut et il suffit 
que le groupe de transformationsyJ'/K'ei de cette equation soit Tun des 
groupes discontintts A'ovivc lini cotilenus dans le groupe lineaire lio- 
mogeno a doux variables, c'ost-ii-dire qu'un invariant caracleristique 
d'un de ccs groupes ait une valeur rationnelle. Ces groupes etant tous 
contenus dans le groupe lineaire special, il en resulte. en particulier. 
que son invariant X doit etre rationnei, c'est-a-dire que le coefficient/* 
doit eti'o la deriv^e logaritliniique d'une fonction rationnelle. Cette 
condition elant suppnsee remplio, on pent suhstituer aux invariants 
des groupes precedents des conibinaisons iioinogenes de ces inva- 
riants qui admettroni, en outre, le groupe continu ii un parainetre 
engendre par la transformation infinitesimale U ^a-,/7, -(-a7,pj; car 
le gi'oupe commnn a une de ces lonctions ot ii A sera precistment le 
gi'oupe discontinu correspondant. Les fonctions a considerer sonl dfes 
lors, parexemple, les/onctiofis/o/ifiamfntales considerees parM. Ktein 
dans ses Lemons sur I'ioosaedre ( '). lilies dependent de certaines equa- 
tions du troisieme ordre que \]. Klein donne dans le memeOuvrage(*). 



( I ) Klkix, for 
(«) rbid.. p. - 



iilmr das IkosaeHer, 
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et oil ne figure, outre la fonction consideree et ses derivees, que Tin- 
variant K. II suftit alors d'ecrire successivement que ces diverses equa- 
tions ont une integrale ralionnelle pour retomber sur les types d'equa- 
tions donnes par M. Klein (*), et avant lui, sous une autre forme, 
parM. Fuchs (*). 



CHAPITRE III. 

£QUAT10>S DU TROlSlfeXE ORDRE. 



1. Groupes lineaires homogenes a trois variables. — Le groupe 
lineaire horaogcne a trois variables, .r,, x.^, x^, depend de neuf para- 
inetres; il est defmi par les transformations intinitesimales 

^iPk (/, A — i,a, 3). 

Nous cherchons seulement les types de ceux de ses sous-groupes qui 
ne sont pas integrabies. Chacun d'eux contient au moins un sous- 
groupe a trois parametres ayant la structure du groupe projectif gene- 
ral a une variable ('); nous cherchons d'abord ces groupes a trois 
parametres. 

Groupes a trois parametres. — Soit G Tun d'eux. Interpretons ^r^, 
X.2, oc^ comme les coordonnees homogenes d'un point d'un plan. Un 
point arbitrairenient choisi P reste fixe par au raoins une transforma- 
tion infinitesimale de G, et, au plus, par deux : le sous-groupe ainsi 
defini laisse invariante une direction D (ou deux) passant par le point. 
Le groupe G echange entre eux les elements lineaires (P, D); il laisse 
done invariante une equation differentielle du premier ordre, et, par 
suite, Tenveloppe de ses integrales. Cette enveloppe admettant au 



(*) Klein, Vorlesungen uher das Icosaedery p. iio. 

(5) GoUinger Nachric/tten (aoQt 1875). — Borchardt's Journaly t. 81 el 83. 

(») Voir Ch. I, n** 5 (premiere Parlie). 

Ann, de I'Kc. Kormale, 3* Surie. Tome IX. — Septembre iSqj 34 
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moins deux transformations projectivcs infinitesimales est un point, 
unc (Iroite ou une conique. De la trois cas : 

(a) G laisse invariante unc conique. On pent la prendre sous la 
forme 



.i 



./•: -h J'z -- ^i"- 



o. 



Le groupe dc cettc conique est defini par les quatre transformations 

Un sous-groupe de la structure cherchee ne pouvant contenir U, qui 
est ecliangeable avec toute transformation lineaire homogene, estalors 
necessairement 



(1) 



^'2 Pi — ^'l Pi^ r^^Pl — -^1 Pzy 'l Pi — i'i Pi 



(b) G laisse invariante une droite, 07,, = o par exeniple. 11 echange 
les points de cette droite suivant un groupe isomorphe; ce ne peut 
etre suivant le groupe forme de la seule transformation identique; car, 
dans ce cas, tons les points de la droite seraient invariants, et G 
serait un sous-groupe du jxroupe 



./'a/^i, J^iPi. 1^3 Pz, U =u-,/>,-i- ^', /?,-+- Jr,/?3 



qui est integrable; c'estdonc suivant le groupe projectif general, c'est- 
a-dire en coordonnees liomogenes. 



(11) 



^i/>i, ^'iPi — ^^'iPu .^i/^j 



G est done de la forme 

^t — ^f^'i Pi — '^1 Pi -H ./■» ( f^i y>i H- (J-i Pi -h /^, ^3 ), 

^3= '^'iPi-^^^'zi'^fiPi ■+- '^iPi -^ Va/>3). 

11 contient les crochets de ccs transformations, qui sont de la forme 

(X, X,) — .v./u — ,i\pi -+- X'j(ii\ /?, H- ix'^pt), 
(X,X3) = 2.r,/^a+:ij:-3(v;/>, -r v;/A.), 
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c'est-a-dire que I'on a 

Si I'on ecrit alors que le groupe a la structure voulue, on trouve que 
les autres constantes sont necessairomont nulles. Le f^roupe est done 
le groupe (II). 

(c) G laisse invariant un point. On doit trouver le groupe duaiis- 
tique du precedent, c'est-a-dire le meme. 

Groupes contenant le groupe (I). — Posons, pour abreger, 

Y, — x^ ^3-h .r, /?., Y; = ./-a />iH- r, p^, Y3 — J?, /?,H- Jr^p^ ; 

ij\ Tzz ,ri pi^ Ai~:r~ .r^ ^>j, A^ n: ./'3 f)^, 

Formant les crochets, il vient 

(1) (X,Y,) = 2(73-7,), (X.Y,)-- Y3, (\,Y,):-=-Y,: 
(X,7,)=o, (X,7,)=-Yt, (X,7,)= Y,; 

d'oii, en particulier, 

(2) (X„7,-7j) = '^Y„ (\.,7,-73)-'>,Y,, (X3,7,-7,)=:2Y3. 
Cela pose, soit 

X = >., Y, 4- }.2 Yj -h ^3 Y3 H- fx,7i -h fi,7j -h /Jt3 73 

une transformation quelconque du groupe considere (autre que X^, 
X2, X3). On a 

(3) (X,(X.X)) = .U,Y,-X,Y,-X,Y,-h2(/jL3-fx,)(7,-7,). 

Ajoutant les trois transformations analogues a celle-la, il vient une 
nouvelle transformation du groupe, a savoir 

et, en retranchant 2X, 

( JUL, — /ij— f/3)7, -»- (.uo — a, — ;i, )7i -f- ( ,a, — ,a, — f/,)7n. 

Si Ton reprend sur cette transformation les memes calculs, les re- 
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lotions analogues a (3) fournissent les trois transformations nou- 
velles 

Si done on n'a pas jjl, = uio = a^, le groupe contient les trois trans- 
forniations 



(4) 



ii\ — A3» Aj — Aj, A| Aj, 



et, par suite, a eause cles relations telles que (2), Y,, Yj, Y, 
C/est done, ou bien le groupe lineaire speeial 



(III) 



t'lPl— ^''2Pi^ •'1/' I— -^3/^3, 'I'lPiy ^lP3f '^'iPlf 'zPz^ ^iPu ^iPl 



OU le groupe lineaire homogene general. 

Si Ton a a, = u.., = 1X3, a cause des relations analogues a (3), le 
groupe contient A, Y^, )wYo, XgY.,. Si done on n'a pas en meme temps 
X, =-- A^ = X3 = o, il contient Tune au moins des transformations Y,, 
Ya, Ya. Des lors, a cause des relations telles que (i), il contient de 
nouveau toutes les transformations du groupe lineaire special. 

Reste enfin le cas X, = Xj — X3 = o, a, = [x^ = a^ r^ o, qui donne 
le groupe 



(IV) 



^^iPi—'iPij -^^Pi — ^'xP^f '1/^1— -^l/^M l^ 



Groupes conlenant le groupe (II). — Posons, pourabreger, 

\, r-: .r,/i,, Xj — .r, /?j, S - .r, ^1 — .ra/J^; 

Yt".^3/>t» Yj— ^3/^i» U- •^t/'iH--^2/^j-H.r-,/>3; 

/l  ■: .r, />3, Zj ir: .r^ />,, J — .2*3 /\^, 

et soil une qualriemo transformation du groupe; on pent Tecrire 



\ -: >., Y, 4- >.2 Vj-t- 1^|/, 4- f/jZ-i-t- vT H- pU. 



On a alors 



(X,\)^-/,Y, + //,/„ (S(\,X))=-}.,Y,-;i,Z,. 



l.o groupe contient done X.Y,, a,Z.,, et de niemeX,Y.., l^^aZ,. Re- 
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marquons, de plus, qu'a cause des relations 

(X,YO-=-Y„ (X,Y.)=-Y„ (X,ZO---Z„ (X,Z,) = Z„ 

le groupe ne peut pas contenir Tune des transformations Y^, Y2, ou 
Z,, Z2, sans contenir I'autre ; et nous voyons qu'il contient soit Y^, et 
Y2, soit Z, et Za, soit une transformation de la forme XT-h [xU. On 
en conclut facilement que les seuls types nouveaux sont les suivants : 



(V) 



•^tf/'i* ^^xPi—^^iPi^ -^iPu >v.r3/>3-hfxL' 



(VI) 



(Viy 



^iPi, '^\Pi — 'P±Pi, -^xPin -r^iPxy a'ip^ 



^iPu '^\P\ — ^iPi9 ^ipu ^^iPif ^^Pz 



(VII) 



■^%PU ■^il>i—-rtPtf ^l/'l. ^iPlf ^3Pt, Xa-j/Jj+f/U 



(VII)' 



ftPi, ^iP\ — ^iPi, ■'^iPif riP), ^iP), >.r,/>j-H(*lJ 



(VIII) 



(IX) 



'^\P\y '^2pl9 '^'^xpu •'^2/^2» ^iPz 



^\Pu ^i^iPly '^xP^y ^^iPu J^zPxj ^^iPu ^iPz 



(IX)' 



^l Pxf ^iPxf ^\ Pli ^tPif ^'^xPzy ^tPif ^3 Pi 



Les groupes (VI) et (VI)', (VII) et (VII)', (IX) et (IX)' sont dua- 
listiques. Le groupe (IX) est le plus general laissant fixe la droite 
.Tj = o ; le groupe (IX)' est Ic plus general laissant invariant le point 
x^ =x.^ = o. Tous les groupes trouves sont algebriques, sauf ceux 
qui renferment les constantes X et [x; ces derniers sont algebriques 

quand le rapport -est rationnel (*). 



(') Lo>? «!:roupes linoaircs liomo»?encsa Irois variables onl(H6 Ions (JolcrmiiK^s par M. Lie. 
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2, Sur V integration de r equation du troisieme ordre. — Considerons 
Tequation generate du troisieme ordre 



(5) 









fit 



-+- r.r=z o. 



Elle a pour groupe de transformations le groupe lineaire homogene 
general. Ce groupe contient un sous-groupe invariant a huit para- 
metres, qui est le groupe lineaire special ; ce dernier est simple et 
contient des sous-groupes a six paramelres, par exemple 



-J^iPxj '^'iPi—^iPi* '^i/^i* 'i'lP^f ^'iPi, 'zPs 



11 resulte done de notre iheorie que Tintegration de Tequation doit 
se ramener a une quadrature, et a I'integration d'une equation (non 
lineaire) du second ordre. 

r/est ce que Ton pent montrer comme il suit. Posons 



^/— — L; 

•'1 



u depend de Tequation du second ordre 



(6) 



//"-h 3u^u'-\- M»-4- Zp{ti'-h U') -h3gu -h r = o. 



D'autre part, I'invariant du groupe lineaire special 



(7) 



satisfait a Tequation 

(8) 



A^ 



^1 



.r 



^ 



a: 

X 



X 
X 
X 



A' 4- 3/> A = o. 



de sorte qu'il s'obtient par une quadrature 



(9) 



A ^ (>-^Sn'ii , 



Je dis que, si Ton a effectuc cette quadrature et integre Tequation 
(6), Tequation proposee (5) se trouve par la meme integr6e. Solent* 
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en effel, w,, w^, ^/j, u quatre integrales de Tequation (G). Si Von pose 



./• 



Us 



X. 



•'"1 






j:,, j?^, a:, ne sont definis chacun qu'a une constante pres, de sorte 
qu'on peut les assujettir encore a verifier la relation (7), A etant une 
des valeurs de I'expression (9), et, en outre, Tequation 



u = 



-Pi 4- .''♦ -+- f^ 



^1 4- .r^ -h 



_3 

"fa 



On a alors 



(// — //i)./"i H- (// — //2)^i-H (" — ''J-^s ~ t> 



et, en difFerentianl, 



[^/'— ^/', -X- u^(u — u^)\x^^ L'' — ''j-H ''sC — ''l)]^'"3 



et, par suite, 



./■1 






^4 






0, 



^i» ^2» ^3 etant des fonctionsconnues. On a, d'autrepart, 



A = r, .rj./% 



// 



I 



1 
Hi 



u 



;» 



I //', 4- //} //^ -t- iti u\ H- //-J 



zr ;.i*, ./'j./'j 



et, par suite 
done enfin 



— P u^lu2l3 « 



,/ 



•l = P;i 



./ 



•«=P4i» 



c/; 



3 P-:3l 



= </. 






Remarque L — La presence d'un radical cubique dans les forinules 
precedentestient a ce que I'integration des equations (6) et (8) reduit 
le groupe do transformationsy?«ie5 de Tequation au plus grand sous- 

9 ' / 

t* •■ w* 

groupecommuna A, — » -7^' ^» c'est-a-direau groupe discontinu forme 

JL\ Xj X3 

des trois transformations 



.i\z=z(jiX^y j:-j=:o),rj, J73z=0jjr3 (Ci>':=l), 



ays E. VESsifir. 

de sorte qu'il Caut encore rexlraclion d'uneracine cubiqoe pour lere- J 

duirc a la seule transformalion identique. 

lieman/ur If. — Si le ^rou|)e dc ti'ansfunnatJons dc I'equation est le j 
groupc lineairu special, la valeur de A est connue sans quadrature. 
c'est-!i-dirD que/) est la dcrivee logarithmique d'une fonction ralion- 
uellc; I'lntegration de I'equalion n'exigc done que la seule integratiou 
de Tequalion (6). 

3. Nous laissons dc cote le cas oil i'equation est integrable par qu»' 
dratures, nous bornant sur ce sujet aux indii'alions generales donnees 
au Chapitre VI, n" 2(11* Partie). Nous allons supposer success! venient 
que le groupe de transformations de I'equation se conl'ond avec cha- 
cun des groupes pr^cedemment Irouves. 

Groupe fX. — C'est le groupe de*^- Cette fonction etant rationneile, 
on en deduit x, par une quadrature ; on est alors ramene, par le pro- 
cede ciassique, a integrer une equation lineaire du second ordre.et Ton 
a ensuite x, et j-., par deux nouvelles quadratures. Done, en resume, 
une equation lineaire du second ordre et trois quadratures (indepeu- 
dantes), ou une equation dc Riccali et quatre quadratures, 

Groupe (/A')'. — Ce cas se ramfene au cas precedent par la conside- 
ration de I'equation adjointe. On peut opererautrement: le groupe (IX)' 
est ie groupe de -j- r(j'|X!, — x.jX\); x, et x^ sont done integrales 
d'une equation lineaire du second ordre 5i coel'licients rationnels. Cette 
equation etant integree, on a Xj par trois quadratures successives. 

Groupe ( VJII). — Les deux fonctions — et ^r ^(x,x'j — x^*',) sont 
rationnelles Tune el I'autre. On a x, et x.^ en integrant une equation 
lineaire du second ordre, et:r, par une quadrature. 

Groupe{yiJ). — Tout se passe coinmepourle groupe (IX), sauf que I 
rintegralion de I'equation lineaire dont dependent -^r {-r)^^'T,{~^) 
se ramene a celle d'une equation de Riccati. Cela tient a ce que la fonc- 
tion 
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s'obtient sans quadrature quand on connait or^, puisquc la fonction 

admet le groupe, et se trouve par consequent rationnelle. 

Groupe (Vl/y. — On ramene au cas precedent en passant a Tequa- 
tion adjointe. 

Groupe (VI). —a:., estrationnel. On a done ^, et 0:^, en integrant une 
equation lineaire du second ordrc et en cffectuant deux quadratures. 
L'unede ces quadratures est meme inutile, car A est rationncl, et, par 

suite, connaissant x^,XiCt(—ji on aura x^ sans integration nouvelle. 

Groupe (V/y. — On ramene au cas precedent en passant a I*equation 
adjointe. 

Groupe (F). — L'equation lineaire du second ordre qui a pour inte- 
grales jt, et X2 est a coefficients rationnels. De plus la fonction 

est rationnelle, de sorte que, cette equation une fois integree, x^ est 
egalement connu. 

Groupe (II). — x^ est rationnel et a?^ x[^ — x,,x\ egalement ; Xt et x^ 
dependent done d'une equation de Riccati seulement. 

Resume. — Tons ces cas n'offrent done rien de bien interessant. Dans 

Tensemble ils sont caracterises par ce fait que Tequation en — ou I'e- 

quation analogue correspondant a Tequation adjointe a une integrale 
rationnelle. On a alors par une quadrature (qui pout disparaitre dans 
certains cas) une integrale de Tequation ou de son adjointe, et Ton est 
ramene, par le procede classique, a integrer une equation lineaire du 
second ordre. 

4. II nous reste a examiner les deux cas oil le groupe de transfor- 
mations de I'equation appartient au type (1) ou (IV). 

L'invariant du groupe (I) est x'^ -hx^-^ x^, celui du groupe (IV) 

Ann. tie I'Ec. Normah, 3* Scrie. Tonu? IX. — SEprRMBRE 189a. 35 
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T -CC^'i "*" ^a "+" ^O- '^^ second cas se ramene done au premier apres 
une quadrature, et nous sommes conduits au probleme suivant, deja 
traite par Laguerre C) et Halphen (*). 

Probleme. — Integrer une equation lineaire du troisieme ordre, con- 
naissant V expression, en fonction de la variable independante, d'une 
forme quadralique, a coefficients constants, de ses integrales. 

Le groupe (I) etant simple, et admettant des sous-groupes a deux 
parametres, I'integration doit seramener, d'apres notre theorie, acelle 
d'une equation du premier ordre. Nousallonsmontrerqu'effectivement 
tout revient a integrer une certaine equation de Riccati. 

En designant p2Lrx^x.,.T3 un systeme fondamental d'integrales, con- 
venablement choisi, nous pouvons supposcr que la forme quadratique 
connue est 

(ii) .r\ — jTyjc^^i a. 

Les equations finies du groupe lineaire homogene qu'elle admet 
s'obtiennent facilement : considerons en effet la forme quadratique 

Si Ton y fait une substitution lineaire a determinant un 

le discriminant a n'est pas altere et les coefficients deviennent 



(12) j j:',= Wj;, H-(X/jL'4-/JL>/)d:',-i-|UL|JL'.r5 



{lii'—lxV-.i). 



Ces relations definissent un groupe lineaire et homogene a trois pa- 
rametres : c'est done le groupe chcrche. 

La premiere et la troisieme des equations (12) montrent que x^ et 
.r, sont integrales dune meme equation differentielle du second ordre. 



(') Comptes rendns, 1879. 
(«) Ilnd., I. CI. 
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dont les coefficients doivent s'exprimer rationnellement au moyen de 
a, des coefficients de Tequalion lineaire donnee et de leurs derivees. 
Nous allons former cette equation. Auparavant nous remarquons que 
chacune des fonctions 



Otj — Xj — J7j ./'.J, 



OC* — JC i 



.r, cfj, pj — ;;jXj j ( j:, jTj 4- ^Tg.r, ), 



s'exprime rationnellement au moyen des quantites connues. En effet, 
en differentiant cinq fois de suite la relation (tt), et en se servant de 
Tequation lineaire donnee pour faire disparaitre les derivees dea:,,cr.^, 
r, d'ordre superieur au second, on obtient cinq equations lineaires, 
pour determiner ces cinq quantites. Le determinant de ces equations ( * ) 
n'est nul" que s'il existe une equation lineaire du cinquieme ordre dont 
a soit une integrale. En vertu de la maniere dont elle est formee, cette 
equation admet pour integrales chacune des fonctions 

"^'l» "'*> '^'^^ '^f^Zy **'3*^'l» -^'i^^Sj 

de sorte qu'il existe entre ces six fonctions une relation lineaire et 
homogene a coefficients constants, c'est-a-dire entre .r,, x.^^ x^ une 
relation quadratique et homogene a coefficients constants. Cela revient 
a dire que a est identiquement nul, cas singulier que nous ecartons 
pourl'instant. Nous pouvons done, dans ce qui suit, considerercomme 
connues les six fonctions 



«> «1» ^S» .^» (^1» (^1- 



Cela pose, multiplions les deux determinants 



X 
X 
X 

o 



X 
X 
X 

o 



/ 



J?, 

X.^ X 

n I 

c/'j X. 

— 2 O 



f-tj 


Xt 


» r 





i-r; 


x; 


^x' 





i^; 


< 


^x" 














I 



(<) Ce determinant est Tinvariant relatif (au sens de Laguerre et Halphen) 



S = a(r— Spq -t- ap') — 3(y'— -ipp')-^ p". 
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dont Ic premier est identiquement nul; nous obtenons Tequation 
chercliee 

a pj Hi ♦^i 



(i3) 



a»(x„.r;,,r';)= — 






P 



P 



Jt.\ 






a- 



1 



X 

o 



= o. 



On a, d'une manierc analogue, 





Xx X<j, 


x^ 




2*^3 


sA^ a 


1 r- 




a 


?. 


P. 






< 


X 


^ x' 


■r'. 


yx' 




?« 


«! 


(3 




1 2 


^: 




2 "^ 3 


.r] 






(3. 


? 


«i 


e'est-a 


-dire 





















= D, 



(I'O 



4I) = -A% 



ce qui montre que le premier membre de Tequation (i3) n'cst jamais, 
ni un carre, ni un produit de facteurs lineaircs. 
La relation 



=1 



Xi 

J 



X 



1 



— 2 



X 
X 

X 

o 



X ^ 



X. 



X.. 



o 



X 
X 

x^ 



1 

1 

1 



X 



-J.X3 


^i 


i^i 







a 


(3. 


(3. 


X, 


^x' 


^< 


— i r' 
2 1 







p. 


«! 


.3 


•-«-; 


»**3 


^: 









?. 


P 


«i 


x; 











I 




X, 


A 


»*' u 


— 2 



e'est-a-dire 

(i5) 



-^3 



dxi 



X 






nous sera egalement utile. Signalons enfin I'equation a laquelle sa- 
tisf'ait X., 





X, .r, 


X,, 


x^ 




1 ». 

2-63 


Xi 


J J7| 







OL 


(3. 


Pi 


J", 





^; x\ 


•1 


x\ 


X 


2'^ 3 

■J- r" 
j^^ 3 


< 


^x" 






— 


(3, 
P. 


«! 

P 


|3 






I 





1 










<> 


1 




Xs 


•'1 


A 


I 


e'est 


-a-dire 



























Je dis maintenant que tout revient a integrer Tequation (i3). Soient 
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en effet m, et u.^ deux integrales quelconques de cette equation; on 
prendraa;^ = K4W,, j:^ = KoU,^, K^ et Kj etant des constantes dont on 
dcterminera le produit en se servant de la relation (i5); on tirera en- 
suite X2 de Tequation (i i), et Tintegration sera achevee. 

Occupons-nous done de Tequation (i3) (*). Son integrate generale 
etant de la forme 



on pent choisir s de maniere que a\ 
fait, e'est-a-dire de maniere que 



s.i\ soit, en X, (jl, un carre par- 



iV 



= \IA 



SXa 



satisfasse a une equation lineaire du second ordre. II suffit a cet effet 
de prendre pour s Tune des racines de Tequation 



(x\ -+- sx^Y— {j:\ 4- 5 x, ) (.r'3 H- .vj-j) — o, 



c'est-a-dire 

(16) 



c« 



0LS^-\- ip^s -\- ai = o. 



Je suppose s ainsi choisi, et je cherche d'abord I'equation en 
vz=x\'\' sx\ ; partons des relations 



('7) 






Leur determinant pent s'ecrire 



= 



s 


I 








s' 


s 


1 





s' r 


•as' — 87 


s — 3p 














I 



Je multipliedeux fois de suite par ce determinant les deux membres 



(*) Les dcjualions de cette nature out 616 consider6es par M. Appell {Journal de Liou' 
vUle, 1889). La r6duction de T integration que nous indiquous oquivaut au proc4d6 indiqu6 
par Halphen {Comptes rendus, t. CI). 
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de requation (j3), et j'obtiens 



Am 


A» 


Au 


V 


A» 


A„ 


A„ 


i-' 


A„ 


A„ 


A„ 


••' 


i' 


f' 


r' 






= 0, 



avec 






2 ().r 






■'. Oz 



A„ 
A„ 

Aj3 



\,,— F(.v, 1,0), 

Aas=F(.v',.v, i), 

A 33=: FC-v" — /*, 'is' — 3«y, A* — 3/)), 

A,, = .y'F,(.v, 1,0) -f-.vFji.v, 1,0) -+- TiiSy 1,0), 

A31 — (•^''— f')Vi(s, 1.0) -h (2.v'— 37) Fj(.v, I ,o) 4- (.V — 3/>)F,(,v, 1,0), 

A„= (/- /•) F,Cv', .?, 1) -i- (2.9'- 3 V) F,(.v',5, 1) 4- U - 3/?) F,(.v',.9, i). 



Or on a 



All = ^^CS 1,0) ^ a5--i- 2|3,,v -f- ai=:u, 



et Ton trouve, en differentiant, 

Aii=Aji = o, Ai3=A3i= Aji, Aj3=:iA3j = — , 

Si done on pose finalement 

11 =1 F (s\ A-, I ) =: Aj2, 

Iv — F(.v'' — r, 2.9' — 37, 5 — Sp) =z A33. 



Tequation cherchee s'ecrit 



o 
o 



H 



-11 1^ 

2 ^^ 



-11 I' 

2 dt 

k 



,' 



nr o 



c*est-a-dire 



H«(2i;%'— i;'«) + II 



dU 

dt 



{>' {' 



i-'^-imv 



= 0. 
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On a, par suite, pour I'equation en »■, 

C'est done bien une equation lineaire; on voit de plus que, le coef- 
ficient de w' etant la derivee logarithmique d'une fonction connue, 
rintegration de I'equation (i8) se ramene simplement a celle d'une 
equation de Riccati 

Les valeurs de x^ se deduisent de celles de ^ et par consequent de w 
en resolvant les equations (17). II nous reste a montrer que le deter- 
minant de ces equations n'est pas nul. Cela resultera de son expres- 
sion au moyen des quantites a,a4,ao, j3, p,,Po, que Ton obtient, ainsi 
quecelle de H, de la maniere suivante : multipliant le determinant D 
deux fois de suite par 0, on obtient, en se servant de relations deja 
employees, 

Une transformation de determinant facile donne d'autre part 

Remarquant enfin que 

on obtient les formules annoncees 

Cos particulier. — Revenons au cas oil a = o. La valeur generate de 
a;, est deja de la forme (X^ -h uD^. L'equation en «^ = \/a?| doit done 
etre deja une equation lineaire. 

Supposons, pour simplifier, que, par une transformation bien connue, 
on ait fait disparaitre le second terme dans Tequation lineaire donnee, 
c*est-a-dire que Ton ait/? = o. On trouve, par differentiations succes- 
sives, 

a — o, ?i=o, a, -+-p, = o, 3=0, a,— 3^a, — o, 
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et Toquation (i3) est alors 

Si (lone on pose •r^ =^ (r^, iv est fourni par Tcquation 

\^\^ -r- 3 7 i%' =: O. 

Si (v,a'2 en est iin systeme fondaniental d'integrales, on prendra 

.r, = \\'\ J .r.^ =: irj , j:, r=z tr, (v^, 

et Tequation proposee sera intcgree. 



SUR LES PRINCIPES 



DE LA 



THEORIE G£n£RALE DES FONCTIONS, 

Par M. RIQUIER, 

PROFESSEUR A L\ KACULTE DES SCIENCES DE CAEN. 



Dans un passage du Memoire que j'ai publie I'annee derniere Sur 
les principes de la theorie generate des fonclions (^Annates de l' locale Nor- 
male superieure, mai 1891, depuis la ligne 24 de la page i46 jusqu*a 
la ligne 4 de la page i48), j'ai» par megarde, laisse subsister quelques 
erreurs de redaction qui, bien que fort legeres, rendent peut-etre le 
passage en question diffieilement intelligible : je le retablis ei-dessous 
avee les corrections voulues. 

Si Ton considere maintenant les differences 
modCxj — oTo) -— mod(X — »ro), mod(/| — /o) — mod(Y— jo), . . ., 
un certain nombre d'entre elles, 

niod(a', — ,ro) — mod(\ — x,,), . . ., 

sont ^o, tandis que les autres, 

niodO',— Vo) — niod(Y~ jo)» • • •» 
sont lo. Cela etant, les deux arcs continus 

(27) 

Aliunde l'£c. Normale, 3' Serle. Tome IX. — Septembre iSga. 36 
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et 

dependant cliacun d'une indeterminee reelle assujettie a varier de o 
a I, sont entierement situes dans les limites de convergence de la 
serie proposee. Effectivement, le premier de ces arcs commengant en 
(^,f7< »...)• '*^ second se terminant en (X, Y, ...), et les points 
(^m7m-'-)» (X, Y, ...) se trouvant compris Tun et Tautre dans les 
limites en question, il suffit de faire voir que les differences 

mo(l(j:i— .To) — mod(j7 — j^q), . . . 

sont ^o sur toute Tetendue du premier arc, et que les differences 

mod(Y — /o)--mod(7— 7o), ... 

jouissent de la memo propriete sur toute Tetendue du second. Or, si 
Ton tient compte des inegalites 

mod(j7i — a"o) = mod(X — Xq), ..., 
mod(7i — /o) = mod(Y— j'o), ...» 

les relations evidentcs 

mod(cri — Xq) — (i — *) mod(a?| — jTo) — smod{xi— Xq) = 0, . . ., 
mod(Y — 7o) — (i — ^)mod(Y — /o) — ^mod(Y — jo) ~o, 

donnent successivement, les premieres, 

mod (a?, — Xq) — (i — s) mod(jr, — j:-o) — 5niod(X-— a?o) = o, ...» 
mod(a?, — ro) — mod[(i — 5)(j:| — ^0) f-5(X — aro)] ^o, ..., 
mod(j:, — j7o) — niod[a:, -i-(\ — JF, )5-— j?o] =o> •••? 

les dernicres. 



mod(Y— 7o)-(i — Oniod(y, — 7o) — ^mod(Y-7o) = o, 

mod(Y— 7o) — mod[(i — 0(7i — 7o)-H^(Y— 7o)] =0, 
mod(Y— Ko) — mod[7,-+-(Y — 7,)^ — yo] =0, 



• • • 



MEMOIRE 

SUR LES 

Nations diffErentielles du premier ordre 

(suite), 

Par M. Paul PAINLEVE, 

CHARGE DE COURS A LA FACOLTK DBS SCIENCES DE LILLE. 



CIIAPITRE VI. 

INTfcGRALES ALGfeBRIQUES DES feQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 



1. Une fois reconnu que l*integrale d'une equation 

(I) F[j,/,(^)]:=:0 

ne prend que n valeurs autour des points critiques mobiles, nous 
avons indique, a la fin du Chapitre IV, quelles conditions doivent etre 
encore rcmplies pour que Tintegrale ne prenne, dans tout le plan, 
qu'un nombre fini de valeurs. II faut que I'equation a points critiques 
fixes 

a laquelle on ramene I'equation (i), ait pour integrate une fonclion a 
V valeurs. Etudions quelles simplifications apporte, dans ce nouveau 
probleme, rhypothese que y{x) est une fonction algebrique. 

II est necessaire et suffisant, pour ccia, que Tintegrale de (2) soit 
algebrique. Si le genre cj de (2) est superieur a Tunite, I'equation (2) 
s'integre algebriquement : il suffit done que les coefficients de (2), par 
suite de (i), soient algebriqnes, en x. 
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Si ra = I, on transforme Tequiilion (2) en la suivanle 



(J) 



V/{i-f')(i-A'C) 



= HU)dar; 



f H(.r)(/i'iIoit elre une inleprale abelienne de premii-rc especed'une 
certainc coiirbe algebriquc. 11 I'aut, de plus, que cette intpgralp se ra- 
meiic aiix integralcs elliptiques de module ^^. 

Quand cr = o, on subslitue a requalioii (2) une equation de Hieoali 



II Taut et il sufTit que I'integrale de cette equation soil algebrique. 
Par des procedes analogues a ceux qu'on emploie dans la tbeorie des 
equations difTerentielles lineaires ('), on determine s'il en est ainsi 
(et I'equatiun s'integre alors algebriquement), ou Ton ramene ('equa- 
tion a une quadrature 



Nous voyons ainsi que la qiieslion de rtconnallre si I'inlegrale d'tmr 
equation (i), qui ne prend que n valeurs aulour des points critiques mo' 
biles, est algebrique, se re'sout algebriquement ou se ramene au prabl^me 
de la reduction des inlegralcs abeliennes aux integrales elliptiques ou litga- 
rithmiques. 

Quand on sc donno Ic noinbre N de valeurs que la fonctlon alge- 
brique y{x) peut acquerir dans lout le plan, la question se resout 
completement dans Ic cas de ci = o. 

On sait decider, en eflet, si I'intcgrale de I'equation 



^K(^) 



est une fonction algebrique a v valeurs. 

Pour que le cas de ta = i , le probli?me n'est guere simplifie. Ecrivons 
I'equation (a) en exprimant la fonction algebrique H(x) a I'aide des 



(>) Fnir, par exomple, i ce sujet, diverses Noles que j'ai publi^ea dans les Camptet 
rtndai de I'Acidimie det Sciencei Quia, juillei 1 887, Janvier 1888). 
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coordonnees (.r, 5) de la courbe algebrique dont elle definit une inte- 
grate abelienne, 

avec la condition 

on a 



v/(i — /*)(!— kU^) 

Si I'integrale de cette equation t(x) est algebrique, on sait que I'in- 
tegrale ^« de I'equation 

dti 



^/(i--t])(i-^kU\) 



= rR(j:,5) dx, 



pour une certaine valeur de Tentier r, est une fonction rationnelle de 
(x, 5). Si Ton se donne une limite du nombre dcs valeurs de /, on se 
donne, par le fait meine, une limite du nombre r, et le probleme se 
trouve ramene ainsi a reconnaitre si I'integrale d*une certaine equa- 
tion 

a son integrate rationnelle en (x, I). 

En resume, on sail reconnaitre si V integrate de V equation (i) est une 
fonction algebrique y{x) a N valeurs, ou ron ramene r equation (i) a la 
suivante 

I -■-—---^— = R(^, I) dx [avec /(a-, \) - o], 

et I'integrale de cette equation doit itre rationnelle en (a?, $). 

En particulier, quand le genre p de (i) est nul, notamment quand 
Tequation (i) est resoluc par rapport a y\ le probleme que nous 
venons d'enoncer se resout toujours algcbriquement. 

2. Plagons-nous maintenant dans le cas ou Ton ne se donnerait ni n^ 
ni N, autrement dit, cbercbons a traiter, sous sa forme la plus generale, 
la question de savoir si I'integrale de Tequation (i) est algebrique. 
Dans ces conditions, j^ne joue plus necessairement le role de fonction 
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par rapport a ar; on pout permuter les deux variables et efTectuer 
dans (i) une trans form a lion algebrique quelconquo portant sur ccs va- 
riables, par exemple, la transformation homographique la plus generale 



Admettons qu'on ait fait subir efTectlvement a a; et y cetle transfor- 
mation. L'equation (i), irreductible, a alors pour premier merabre un 
polyniimeen_j', y eta;. L'integralcde(i). sielle estalgebrique, s'ecrira 



ou encore 



-K,,-„(/o,.v;, j-o.x)/"-' 



^Lr= 



-Rii(7i..yi.-^-itir)i::0 



l>a fonction y(x) est une fonction algebrique a n valours, sans 
points critiques fixes; les B/ designent des fonetions rationnelles de 
Xv y'tt' *"«■ ^' *^" deduit de la (comme on I'a fait au Chapitre I) que 
I'integrale de (i) se laisse metfre d'une infinite de manieres sous la 
forme 

p etant rationnel en y. y' , x\ on peut cboisir deux telles conslanles 
irUdgrales*( ety,. Iiees par la relation 



(5) 



U(-/,y.)-o, 



de telle fa^on que loutes les autres s'expriment rationnollement eo 
Y* Yi- Quand le genre w de la relation (5) est superieur a I'unile, 
l'equation (i) s'integre algebriquement. 

Quand m = i , I'integrale verifie une relation telle que 



(«) 



i{y> y^ ^) ^M^)ii + M-r)h- 



hVJp-K(-^)-^C; 



les X, designent des fonctions rationnelles de 2-, J une des/i integrates 
de premiere espece attacbees a la courbe en_y, j-' 

Les\-et -J-' satisfont. comme nous I'avons dit, a un systeme d'equa- 
lions lineaireset homogenesdont I'integrale depend au plus de(/>— 1) 
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par une quadrature de differentielle totale 

fV dx-\-Qdy — const.; 

la differentielle totale (fdx-\-Q dy) se calcule d'aiUeurs algehriquement. 

Si I'integrale j(^) est algebrique, la differentielle Prfa?-f-QrfKcloit 
otre une differentielle totale de premiere espece attachee a la surface 
F = o, dont les periodes se reduisent a deux. 

Le cas de gj = o echappe completement a la methode. Cast le seul 
cas qui puisse se presenter quand le genre p de la relation 

F(7,/, J?) = o, 

entre vety, estnul. On peutalors, en posant 
ramener Tequation a la forme 

V dt .^ , . 

(7) 5:^ = «(^^)- 

K, 9, 'I sont rationnels en / et en x^ puisque F est un polynome en j^. 
/, X. Plus generalement, Tequation se ramenera a la forme (7) si les 
coordonnees J, y, x de la surface F = o s'expriment rationnellement 
a I'aide de deux parametres / et u. Nous allons traiter quelques pro- 
blemes particuliers relatifs a ees equations (7) pour lesquelles la me- 
thode precedente est toujours en defaut. 

3. Soit done une equation 

(8) y=R(,,.)=P|Z^^, 

oil P et Q sont deux polynomes en x, y, de degre q. Si son integrate est 
algebrique, elle pent s'ecrirc 

M(v,j-) . 
Adcsignantuneconstante, Met N deux polynomes en j^^x^de degre m. 
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Dans Tetudc que nous avons faitc au Chap. Y des equations telles 
que (8), y devait etre regardee comme la fonction, x comme la va- 
riable. La transformation la plus generale qui conservait a I'equation 
sa forme et a j son nombre de valeurs etait la suivantc 

Les points singuliers ou critiques de I'equation differentielle corres- 
pondaient a toutes les valeurs de (v, x^ rendant y' infinie ou indeter- 
minee. Dans les questions qui nous occupent maintenant, y^\.x jouent 
un role symetrique et nous pouvons effectuer sur Tequation (8) une 
transformation rationnelle quelconque en a?,, y,, par exemplc une 
transformation de Cremona, sans que Tequation (8) perde sa forme et 
sans que son integrate cesse d'etre algebrique. II nous est loisible 
notamment, comme nous Tavons deja remarque, d'opcrer sur.r, j la 
transformation homographique la plus generale 

nx^-\- }ty\-^ c a! d\-^ y y\-\- d 

Dans ces conditions, les points singuliers intrinseques de I'equa- 
tion (i) sont les points (or,, j,) ou M/, oil P et Q s'annulent a la fois; 
il y aura des points singuliers a Tinfini si Tequation transformee de (8) 
par Tune des transformations 

OU 

.r, I 

admet des points singuliers dont le z soit nul. On pent toujours 
supposer qu'aucun des points singuliers n'est a I'infini. Leur nombre 
est alors egal a y^ — 7 h- i ( * ). 

Si Ton effectue une transformation homographique, les points sin- 
guliers de Tequation transformee et de la primitive se correspondent. 

(») Voir lo Momoiro deja cit6 de M. Darboiix, Sur lex dquations dlfftfrentielles du pre- 
mier ordrc ( Bulletin dex Sciences mathdrnatiques, 1 878 ). 

Ann, de Vt.c, Normale. 3* Serie. Tome IX. — Septembre 1892. 6"] 



II suffirait d'ailleurs, pour eviter toute ilifliculte relative aux points a 
I'infini, d'employer la nofntion liomogene de Clebsch et d'ecrire I'equa- 
tion (8) sous la forme 

dx dy di 



S, T, U etant des polyoomes liomogenos de degre <} — i tnx,y, z. 

Ceci pose, revenons a rinlegraic (9) de i'equation (8). A chaque 
valeur de A correspond une courbc C de degre m. Par un point a:, y 
du plan des x. y passe une courbe C et une seule, a moins que ce 
point ne soil un des points IM,. D'apres cela, les points communs a deux 
courbes G quelconqucs, ainsi que les points multiples de ces courbes. 
font partie des points M,: deux courbes C quelconques out d'ailleurs 
m- points communs (en tenant compte de leur degre de multiplicite ). 

La melhode de Briot et Bouquet permel d'autre part detudier dans 
le voisinage de .r, les integrales y qui deviennent egales ii _)■,■ pour 
X — J-,. En premier lieu, x, doit etre un point algebrique de ces inte- 
grales. De plus, parmi les points M,, un au moins doit etre commun a 
toutes les courbes C. Considerons seuleinent les points Mj-qui jouis- 
sent de cette propriete, c'est-&-dire les ntEitds de I'equation (8)d'apres 
la terminologie de M. Poincare. Les autres points M,' sont des cols. 

Les integrales y{x) egales ii v,- pour x=Xi se divisent en un certain 
nombre S de classes; une integrale de cbaque classe est de la forme 



fl„,rt,, ... dependant d'une constante, /> et 9 etant des entiers. Une 
Lranclie au moins de chaque classe fait partie d'une quelconque des 
courbes C, et Ton a ainsi une limite inferieure de I'ordre de multiplicite 
du point {x^, y,) des courbes C. Mais X branches de la meme espece 
peuvent appartenir a la meme courbc C. Si done ft designe I'ordre de 
multiplicite d'une seule branche, !a somme SXja etendue aux 5 classes 
donne I'ordre de multiplicite du point SI/ des courbes C. II est facile 6ga- 
lement de calcuier en fonction des nombres "a (qu'on no saurait en 
general determiner a/;/-tbn) I'ordre de multiplicite a; de I'intersectioa 
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dc deux courbes C en M/. On doit avoir 

Cette egalite permet de rcsoudre la question suivante : Reconnaitre 
si rintegrale d'une equation (\) est arte courbe algebrique dont les points 
multiples n admettent pas plus de ^ branches distinctcs (^ est donne)^ 

On sait calculer, en effet, une limite superieure de m^. 

Une egalite analogue permet de reconnaitre si Tequation (i) admct 
plus d' une integrate particuliere dont les points multiples aientau plus 
P branches distinctes. II suffit de considerer tons les points M/ par 
lesquels passe plus d'unc branche de courbe C, et de raisonner sur ces 
points comme nous venons de le faire sur les points M|. Un cas inte- 
ressant est celui oil il n'existe aucun point M',, c'cst-a-dire aucun point 
commun a toutes les branches de courbes. La question se resout alors 
sans connaitre P; la somme Sa, et, par suite, m^ ne sauraient depasser 
une certaine limite. 

Par exemple, considerons Tequation 

, 2 .r' -h a:* — y* 

Cette equation n'admet qu'un point M/ {x = o,y = o), et, en cc point, 
la methode de Briot et Bouquet nous montre qu'il ne passe que deux 
integrates 

J =: -f- j: -h . . . , 

f "^^ dU I • • • • 

L'equation ne saurait done admettre que deux integrales algebriques 
qui ont un point d'intersection unique, d'ordre de multiplicite egal 
a I. Ces integrales, si elles existent, sont doncdes droites; on verifie, 
en effet, que y=^-^x,y=—x sont deux integrales de Tequation 
dont rintegrale generale s'ecrit 

Revenons maintenant a I'etude des equations (8), dont rintegrale 
generale est algebrique. Nous pouvons etablir d'autres relations entre 
le degre des courbes C et les ordres de multiplicite de leurs points 
multiples. 
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Calculons, en effet, la classe d'unc courbe C en nous servant tie la 
premiere formule de Pliicker 



«{«, 



,)-2d- 



II nous faut tenircornple de I'ordre de multrplicitedes points JM^ : nous 
obtenons ainsi la valeur dc c en fonction des "K. 
D'autre part, considerons I'equation 



(10) 



Q(-r..r)' 



Le nombrc des points d'intersection dc la courbe (lo) avec une 
courbe C, abstraction faite des points Mj, represente le nombre de 
tangentesparalleles a la direction jj,, qu'onpeut mener a une courbe C. 
Ce nombre coincide avec la classe c de la courbe C; il u'en diife- 
rerait, en effet, que si la droite de I'infini etail tangenle a toutes les 
courbes C, et nous avons fail subir k x, yla transTormation homogra- 
phique la plus generals, qui rend la droite de rinfini quelconquc par 
rapport aux courbes C. 

Soit done g Ic degreenx, ydesdeux polynomesP, Qou. si Ton veut, 
de la courbe (lo). Toutes les courbes (lo) passent par les points Mj. 
et nous Savons calculer I'ordre de multiplicite en un point M| de Tin- 
tersection de chaque branche de courbe C avec la courbe (lo); nous 
connaissons done, en fonction des 7., I'ordre de multiplicite y,- de I'ln- 
tersection en un point M^ d'une courbe C avee la courbe (lo). Nous 
avons 
{b) qm — lyi^c, 

la somnie Z-^, s'etcndant a tous les points M^. Nous obtenons ainsi uno 
nouvelle relation cntre les nombres X et m. 

Dc meme, en calculant Ic nombre des points d'inllexion d'une pari 
d'apres les formules de Pliicker, d'autre part d'apres I'equation diirt'"- 
rentielle, on obtient une nouvelle relation, analogue a la precedente. 
enlre m et les X. 

II convient de joindre k ces trois Sgalites, I'inegalite 



(O 



im 
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d designant toujours Ic nombre de points doubles equivalent aux points 
multiples M^. Gette condition est necessaire, mais non suffisante pour 
que les courbes Gsoient indecomposables. 

4. Ces egalites permettent, dans des cas tres etendus, de resoudre 
le probleme suivant : Reconnaitre si Vintegrale generate (rune equa- 
tion (8) est algebrique et de genre donne. Nous appelons genre de /'in- 
tegrale le genre des courbes C. Quand cc genre p est donne, Tinega- 
lite (c) se transforme en Tegalite 

(//# — i)(//i — 2) . 

- —idzzip. 

I. Supposons d'abord que tous les points M^ soient des points d*in- 
tersection simples de deux branches d'integrales. Nous donnerons a 
ces points, avec M. Autonne, le nom de points dicritiques ('). Ces 
points peuvent, d'ailleurs, etre des points d'intersection multiples des 
courbes P = o, Q = o. 

L'egalite (a) nous donne 

{a) /n* = ll\ 

et, si Ai designe I'ordre de multiplicite le moins eleve du point M- sur 
les deux courbes P = o, Q = o, Tegalite (b) s'ecrit 

ou bien, en tenant compte de (a), 

2(A/H- i)l, = {f/-h I) m, 

Joignons a ces egalites la suivante 

(m — l)(m — 2) —lliCki— l)=r 2/A 

ou, en tenant compte de (a), 

id) Hi-— '6m=i'i {/) — I). 



( » ) roir les doux M6moires do M. Aulonne sur les Equations diff6renliellcs du premier 
ordro (Journal dc I' Scale Poly technique, 1891; Annates de la Facutte des Sciences 
de Lyon, 1892 . 
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II vient , en eliminant m entre (b) et (r/), 

.Si tous les k^ sont inferieurs a ^^ > tou8 les coefficients des \ sont 

positifs; p est necessairement plus grand que i, et l*egalite (>) nous 
fournit une limite superieure de £X/, par suite de m. 

Si lous les ki sont superieurs a ^—^ — > /> est necessairement nuK et Te- 

^alite (e) nous fournit une limite superieure de /w. 

Si, notammcnt, tous les ki sont egaux, trois cas sont possibles : 
I" \\ki := q — 1 — 1(1^ o); on a alors 

t?t 

2(74-1—/) 

2" 3X"/ ^7 — 2; dans ce cas, le genre p est necessairement egal a i , 
Pt les egalites precedentes ne limitent plus le degre m. 

'^o 3^*/ rzz 7 — 2 4- /(/> o); p est necessairement nul, et Ton a 

Dans ce dernier cas, les egalites employees suffisent a resoudre le 
problemc : Reconnaitre si I' integrate generate de r equation {S)est al- 
gebnquc. 

II convient de signaler le cas ou tous les points seraient des points 
d' intersection simples des courbes P = o, Q = o, c'est-a-dire oil tous les 
ki seraient egaux a i. L'egalitc {e) deviendrait alors 

(7-5)2>.,=:2(/>-l)(74-l) 

et, par suite, 

iq — ^) 

Si q est plus grand que 5, p est necessairement plus grand que i ; si 
q z= ^)^ p est egal a Tunite et m n'est plus determine; siq est plus petit 
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que 5, p est nul, et m est egal a 4 (si q = 4)» i* 2 (si y = 3), ii i 
(519=1). 

II. Un autre cas tres general, que nous allons traitor maintenant, 
est celui oil tous les nceuds M' sont des points simples d' intersection des 
courbes P = o, Q = o. 

Soit 07/= o, yi= o un des points M/, dans le voisinage de ce point, 
on a 

, (XX 4- |3 V -4- . . . 

avec la condition 

puisque les courbes P == o, Q = o ne sont pas tangentes. La methode 
de Briot et Bouquet conduit a poser 

a satisfaisant a Tegaiite 

La valour de a n'est indeterminee que si a, p'et — a' ) sont nuls : le 
point M/CStalorsun point dicritique, et, dans le voisinage de ce point, 
y se laisse developper ainsi : 

c designant une constante arbitraire, dont dependent c,, Cj, Ce cas 

ecarte, toutes les branches de courbes integrales sont tangentes a deux 
directions J = a, x, J = ajO?, qu'on peut prendre comme axes des x et 
des y, ce qui revient a annuler a et P'; Tequation (8) s'ecrit alors 

y ' _ - _ . .-i . 

•^ a'.r H- -/'.r*-!-. . . 

Pour que le point soit un noeud algebrique, il faut que -; soit un 

nombre reel, positif et commensurable -> qu'on peut toujours suppo- 

ser plus grand que i; sinon on permuterait x et y. Toutes les courbes 
integrales sont tangentes a Taxe des x et leur equation s'ecrit 

y ■=: c ./^ -h CiX ^ -^ CiX ^ -h . . . . 
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c designant une conslante arbitraire dont dependent c,, c, Une 

branclie isolee est tangente a I'axe des y, ainsi qu'il resulte immedia- 
teinent de la discussion de Briot et Bouquet. Le cas exceptionnci oii a, 
et flj sont confondus ne saurait se presenter quand I'inteyrale est al- 
gebrique : en effet. si nous prenons Iadroite^ = n,a^ comme axe desx. 
a Pt f ^ — «'> sont nuls, et ('equation (8) devient 



Mais I'origine est un point Iranscendant des integrales de cette equation 
quand X- n'es! pas nul ; si X" = o. le noeud est dicritique. 

En definitive, par chaque nceud j:-, = o, j,= o passe unc famille, et 
une svule, de courbes C dependant d'une constantc arbilraire; cliaque 
brancbe d'integrale se laisse developper ainsi 

a designant un nombre et c une constante arbitraire; toutefois, si le 
nopud est dicritique, le developpement est de la forme 



Le nombre des points d'intersection confondus en M) de deux 
brancbes quelconques d'integrales est dans tons les cas egal a ^v. On 
s'en rend compte rapidement ainsi ; posons x = l''; a chaque brancbe 

de courbes C oa y ^ z^y-t^'' ) correspondent v branches f distinctes 
y = ci(a^), a etant une des racines v''™"de I'unite. A deux courbes C. 
soient C el C, correspondent v brancbes y ct v branches -y'. et ces 
branches ont an point M| un contact d'ordre a; les courbes yont done, 
avec les courbes 7', p' points d'intersection confondus en Mj, D'aulre 
part, les points d'intersection de y et de -;•' se partagent en groupcs de 
V points lels que 1" ait ia meme valeur pour ces v points. II suit de la 
que les deux branches C et C ont ^ ou Ltv points comoiuns confondus 
en M,, Quand le nceud est dicritique, |jl =1 1, v = 1 ot iav = 1. 

Si par le point M, passent X branches de courbe C appartenanl ii la 
memeintegralealgebrique, chacune des 1 brancbes de I'integrale coupe 
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uue (les branches d'une autre inlcgrale en av points confondus en M). 
Le nombre total des intersections confondues en M^ est done X^[i.v; 
I'egalite (a) s'ecrit done 

(a) m'=:^).Vv, 

la somine etant etendue a tons les nocuds. 

Calculons maintenant Tabaissement de la classe. Soit 

(w) /(.r,j)=:o 

Tequation des courbes C mise sous forme enliere; le point M^ etant 
Torigine, les termes de degre le moins eleve sont de degre }vV/, et 
dans Tequation 

les termes de degre le moins eleve sont de degre (Xv — i). Si nous 
posonsa7 = $", les Xv branches distinctes definiespar (u) etles(Xv — i) 
branches distinctes definies par (v) on t deux a deux un contact d'ordre ul 
en M^, elles ont done Xv(Xv — i)u. points communs confondus en M^. 
II suit de la, comme plus haut, qu'une courbe C et sa polaire (i^) ont 
Xtx(Xv — i) intersections confondues en M), resultat qui se deduit 
d'ailleurs de formules connues. 

La classe des courbes C est done donnee par I'egalite 

C = 771 ( m — I ) — ^ //JL (>.V — I ). 

D'autre part, une courbe C et la courbe 

ont, en dehors des points M], iq^n — ^'hA points d'intersection. 
L'egalite (b) est done ici 

m{m — I ) — 7 >.|JL (Xv — I ) = fjni — \^ }.v, 

ou encore, en tenant compte de (a), 

(b) ]^>«(lA-i-v) = (7-i-i)m. 

//«M. dc Vt.c. Normale. 3* Serie. Tome IX. — Octobre iSq?. 38 
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Calculons enfin le genre : pour chaquc branche d'integrale 

lo point M^. (au point de vue du genre) equivaut a \^ points 

doubles; la multiplicite de M- est done egale au nombre -^ — 

augniente de '~'^^^ , nombre des intersections confondues en M) 
qu'ont entre elles les X branches dc C. 11 vient done 

(m — i)(m — 2) ^^ V^/ N 

formule d'aillcurs connue. Si Ton tientcompte de(a), on a 



et, si Ton tient compte de (6), 

I =.-2^[(.-»)(-,4t)-]- 

Cettc egalite, deja donnee par M. Poincare (* ), permet de reconnaitre si 
rintegrale generate est algebrique el de genre donne chaquefois que q est 
plus grand que 5. 



(*) M. Poincard est parvenu a cctte formulo par des considerations diff6rentos oii 
interviennent les valeurs rcmarquahles de la constanle pour lesquellcs Tint^grale alge- 
brique, supposee irr6ductiblo, so decompose, (/o/rles Comptes rendus, avril 1891 et les 
Hcndiconti del circoh math, dl Palermo, avril 1891.) J'ai indiqu6 la m^thodc g^ndrale 
que j'ai appliqu^o dans ce paragapho dans uno Note des Comptes rendus (mai 1890). Le 
dernier paragrapho de cette Note renferme une m^thodo difT^rente pour reconnaitre dans 
tous les cas si Tint^grale est algebrique et de genre donn^, mais cette methode estincxacte 
et repose sur une Evaluation evidemmcnt erron^e du genre. Le paragraphe est k sup- 
primer. 
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Plus generalement, il suffit que les coefficients des X dans {d) soient 
tous de meme signe. 

Le genre p est necessairement plus grand que i si y est superieur 
a 4. Toutefois, pour y = 5, si tous les noeuds sont dicritiques, p est 
egal a i . 

Quand tous les noeuds sont dicritiques, [x = i, v = i, on retombe 
sur des resultats deja signales. 

5. Si importants que soient les cas particuliers que nous venons de 
trailer, on ne saurait pourtant considerer comme resolu d'une maniere 
generale le prohleme que nous nous sommes pose : reconnaitre si 
rintegrale d'une equation (8) est algebrique et de genre donne. Quand 
les courhes P = o, Q = o ont des points communs confondus, les ega- 
lites (a), (i), (rf) ne determinent plus necessairement une liniile 
de rn. II n'est pas d'ailleurs possible de transformer, a Taide d'une sub- 
stitution de Cremona, une equation (8) quelconque en une equation 
pour laquelle tous les points singuliers soient simples. Quoi qu'il en 
soit, les egalites qui nous occupent suffisent a resoudre la question 
posee dans des cas tres nombreux, difl'erents de ceux que nous avons 
consideres jusqu'ici. Par exemple, si I'equation n'admet qu'un noeud 
et si ce nceud est un point ordinaire de chaque branche d'integrale, 
mais un point de contact d'ordre [x de deux branches quelconques, les 
egalites (a) et {d) s'ecrivent 

(m — i)(/n — a) — X(X — i)f*== ^P* 

et, par suite, 



m 



(v/fl-3) = 2(p — I). 



On voit que tx doit etre le carrc d'un nombre entier. Le genre p est 
nul ou plus grand que i, suivant qu'on a p^-^g ou p'.>9. Dans la 
premiere bypothese, m est egal a 2.(11 = !\) ou a i(jx = i); dans la 
seconde, m est au plus egal a 2.(p — i). Enfin, si [J^ = 9, on a /> = i , 
et m n'est plus limite. 

11 convient de remarqucr que, dans toutes les applications prece- 
dentes, les egalites employees ne determinent ya/waii de limite supe- 
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rieiire de m pourp = i . Nous verrons tout a I'heure la raison de cette 
singularite. 

G. II pcut arriver que les memes egalites suffisent a reconnaitre si 
r integrate generate dune equation (S) est algebrique, sans aucune con- 
dition donne'e. 

Nous avons deja rcncontn* un excmple de ee fait : quand tous les 
mruds sont dicritiques et quand de plus ces points sont des points mul- 

tipU'S d\)rdrc plus grand que , des deux courhes P = o, Q = o, le 

genro/> est necessairenient nul, et Ton connait une limite superieure 
de m, Kn particulier, quand les noDuds, tous dieritiques, sont des 
points simples de P = o, Q = o, pour 7 < 5, m est determine par 

Tej^alite m = —- — 

Comme exemple assez dilVerent, nous siynalerons le cas ou les nosuds 
sont en nornbre infericur a f) et tous dicritiques. D'une maniere precise, 
c(»s points peuvent etre des points d'intersection multiples de P = o, 
Q = o, mais sont des points d'intersection simple de deux branches 
d'integrales (sauf peut-elre de branches isolees). 

Nous avons alors Tcgalite 

De plus, par 9 points (parmi lesquels les n(jeuds) nous pouvons faire 
passer une cubique; il vient done 



3 //I 



^^h-^k (k>o). 



D'autre part, Tegalite (d) donne ici 

2^/— 3/W = 2(/? — l), 

ou 



ff 



k=z a(i — p). 



Nous voyons que/> est egal a o ou a i et ^ egal a 2 (pour/) = o) ou a o 
(pour p= i). 



(e) 
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D'apres cola : 

I** Si le nombre N des ncruds est egala 9, p est nulou egal a l' unite; 
2° Si le nombre N est inferieur dc)(^ = g — (x.)^ p est necessairement nuL 

Kn cffet, en prenant a des 9 points sur une des coiirbes integrales, 
on voit que k est au moins egal a a; k n'etant pas nul est egal a a, 
p est mil, a est egal a i ou a 2. Ceci suppose toutefbis que la cubi(|ue 
auxiliaire n'ait pas une partic commune avee la courbe integrale : le 
fait ne peut se presenter que quand les courbes intcgrales sont au plus 
du troisieme degre. On trouve ainsi que I'integrale etant supposee 
algebrique, le nombre N doit etre egal a 8, 7, 6, 4 ou i. Si N = G, 
les inlegrales sont des cubiques ayant un point double eommun: si 
N = 4> ce sont des coniques; si N = i, des droites. 

Placons-nous successivement dans les deux bypotbeses N = 8, N = 7. 
Des deux egalites 

{a) 9,/i^=^>,?, 

(d) 3/w — '^4-^).,, 

on deduit 



9 



^y^}-[^-^^^)'^o. 



Cetle egalite peut s'ecrire, si N = 8, 




|.)]V|[.-;(..i,.,)]V?[x.-.(..i,.,)]' 



-l-...-h| A,— i('2-+-).g) -h i(>.,— :i )*_',-_- o. 



Elle montre que (Xg — 2)^ est inferieur ou egal a 8, c'est-a-dire que 
Xg est au plus egal a 5. Comme Xg est un quelconque des nombres X,, 
on voit qu'aucun des X ne saurait depasser4. H en resulte, d'apres(rf), 
que m est inferieur a 12. 

Si N = 7, Tegalite (e), oil Ton fait Xg = o, montre que (X^ — i)^ est 
au plus egal a 3, c'est-a-dire qu'aucun des X ne saurait depasser 2: 
m est done inferieur a 6. 
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Une discussion facile, oil I'on tient conoptc des egalites (a), {d) et 
p = o, permet d'enumerer tous les cas possibles et d'enoncer le theo- 
reme suivant : 

lj)rsque les noeuds d'une equation y = jr (a points singuliers simples 

on confondus) sont tous dicritiques et que leur nomhre N est inferieur a 9, 
rintegrale de cette equation ne saurait itrc algebrique que si N est egal 
a S, y, G, ^ou I. Le genre de cette integrate est toujours nul; son degre 
est au plus egal a 1 1 si N = S^ a 5 si N = j ; il est egal a 3 si N = 6, 
a 2 siN = l\, a I 5« N = I . 

Parmi les N noeuds, N4 sont des points quadruples (a tangentes 
simples) des courbes intograles, N3 sont des points triples, N^ sont 
des points doubles, N, des points simples. Les nombres m, N,, N^, 
N3, N4 sont susceptiblcs de recevoir les valeurs suivantes : 



N = S 









N noeuds 


• 








Dcgr^. 


Points quadruples. 


Points 


triples. 


Points doubles. 


Points 


simples. 
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N = 7... 

N = (1 . . . 5 o o I 5 

N = 4 • . • •' « " ^ 4 

N — I . . . I n o .') I 

II convient de remarquer que dans ces exemples, oil notre methode 
suf'tit a reconnaitre si Tintegrale generale est algebrique, le genre de 
cette integrate est nut. On se rend compte qu'il doit en elre ainsi de la 
maniere suivante : 

Les relations dont nous disposons se composent d'un systeme (a)de 
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(]eci nous montrequc, si/? est plus grand que i , p' a /oriiori est plus 
gnind que i; si p = i, p' est egal a i quel que soil a; enfin, si/? = o, 
// est negatif des que [x est plus grand que i . 

D'apres cela, si le genre de I'inlegrale n'est pas nul, les relations 
(a) et rinegalite (c) sont verifiees pour des valeurs de ix, par suite, 
pour des valeurs des entiers m et X, aussi grandes qu'on veut. Les re- 
lations dont nous disposons ne sauraient done suffire a determiner une 
limite dii degre de l* integrate supposee algebrique que dans le cos oil le 
genre de cette integrate serait nul. Si done les relations (a) et (c) en m 
el }v3d'^cttent un nombre fini de solutions positives, on est certain 
ou que I'integrale n'est pas algebrique, ou que son genre est nul. 

De plus, si Ton se donne le genre p de I'integrale, mais que p soil 
egal a I, les relations (a) et Tegalite (d) 

[c/) {ni — i)(m — 2 ) — 2 r/ = 2 

sont verifiees, quand I'integrale est algebrique, par des systeines d'en- 
tiers m et A/ aussi grands qu'on veut. Les egalites (a) et (d) ne sauraieni 
done jamais determiner une limite du degre de V integrate quand elle est 
algebrique et de genre i . 

U est clair d'apres cela que pour determiner en general une limite 
du degre de I'integrale supposee algebrique, il est indispensable d*in- 
Iroduire des conditions exprimant que la relation (9) est indecompo- 
sable pour A quelconque. Mais je ne developperai pas ici ces conside- 
rations ( '). 

J'ajoute que les relations (a) et (r/) permettent dans certains cas de 
reconnaltre si I equation admet plus d'une integrate particutiere alge- 
brique dont le genre est ou non donne. C.omme ces integrates peuvent 
passer par un ou plusieurs cols, les sommes 1 qui figurent dans ees 
eji;alites doivent etre etendues non seulement aux noeuds, mais aussi a 
un certain nombre de branches passant par les cols. On forme ainsi un 



( ' ) f oir a CO siijel Ics travaux doja cites de M. Poincar6sur rinlegration algebrique des 
(Mjualions dii premier ordre et du premier degr6. Voir <3galcment plusieurs Notes de 
M. Aulonne sur la mt>mc malierc {Comptes rcndus^ mars, novembro 1891, fevrier 189-2), 
el les Notes que j'ai publiees sur les integrales algt^briqucs ou ^ n valeurs des equalions 
(in premier ordre (Compter re/ictas, mai 1891, Janvier et fevrier 1892). 
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noinbre lini do systemes (a), (r/), qui limitcnt parfois le degre dcs in- 
tegrales. 

Enfin, les deux dernieres relations (a) et la relation (d) peuvent 
servir a reconnaUre s' il Civiste une integrale particuliere algcbrique dont 
le genre est on nan donne, 

11 est clair d'ailleurs, que la recherche des integrales parliculieres 
algebriques est un problcme plus complique que la recherche des cas 
oil rintegrale generale de I'equateur est algebrique. II existe toutefois 
une classe d'integrales algehriques qu'on peut toujours determiner 
surenient : ce sont les integrales rationnelles. C'est la determination 
de ces integrales que nous allons ellectuer pour terminer ces applica- 
tions. 

7. Bien des questions se ramenent a la recherche des integrales ra- 
tionnelles des equations difTerentielles. Etant donnce une equation 
differentielle d'ordre quelconque, on peut trouver les polynomes qui 
verifient cette equation en determinant une limite supcrieure de leur 
degre. Plus generalement, si Ton connait le nomhre des racines divS- 
tinctes de Tequation yo = K(^) P^"'* "^^^ certaine valeur de jo [pa'* 
exemple le nomhre des poles distincts de R(*i^)], on peut calculer les 
integrales rationnelles y = 11(^9 en determinant une limite supe- 
rieure du degre des deux termes de R(^i^*). C'est ce qui se presente dans 
le cas des equations lineaires, dans le cas des equations du premier 
ordre telles que pour une certaine valeur r,, de v toutes les valeurs 
de y soient nulles quel que soit j" ( Vo n'etant pas, quel que soil .r, un 
point critique de/' ). Mais ce sont lii des circonstances exceplionnelles. 
La methode que je vais indiquer ici permet de resoudre suremcnt la 
question pour des equations de la forme 

oil P et Q sont deux polynomes en j, x. 
Si (^o» Vo) veritient la relation 

.r„ est un point critique de Tintegrale y qui prcnd pour x == .r© la va- 
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leur Jo 5 ^ moins toutefois que (x^^ Vo) ne satisfasse aussi a la relation 
P = o. 

D'apres cela, la coiirbr 

(12) v = H(.r) 

ne pout rencontrer la courbe (ii) qu'en des points qui lui soient 
conununs avec la courbe P = o. Pour eviter toute discussion relative 
aux valours infinies do y, effectuons sura? ei y la Iransformation sui- 
vante 

<7y, -h ^^, -+- c a.r, -+-3 

a, />,..., a, .. . etant des constantes. La ronrbe(i2)a pour equation 



(12') y,=-- 



H«(.^i) 



A„ etU„ etant do degre n en .r,, et les rourbes (12) et 

(II') Q,(v„.r,)r=o 

n'ont pas dc points communs dont IV soit infini. II serait d'ailleurs 
bion facile do traitor le problemesans se servirdecette transformation. 
Dans CCS conditions, les courbes (i T) et (12') ne peuvent adinettre 
comme points communs que des points communs aux courbes 

l>, = o, Qi = o, 

situes a distance tinie, et pcut-etre des points qui correspondent ii 
ic, = oc. Examinons d'abord cesderniers : pour a:, = ac, Tordonnee r, de 
(12) tend vers une valour finie a. Si (1 i')et(i2')ont un point commun 
a Tinfini dans la direction do x, il faut que (i i') admetle une asym- 
ptote parallelo a Ox^. Co point est un point simple d'intersection a 
moins quo cette asymptote ne coincide avec la droite y, = a. Mais on 
connait les valours limites do Tordonnoe r, de (11)' pour a', = ac; soit 

y^ = h une de cos valours. On sait, on formant I'equation en i = ~ > 

dovelopper les integrates bolomorphes ogales a h pour ; = o autour 



SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE. 3o7 

(lu point ? = o, et, par suite, trouver Tordre maximum de multipli- 
cite de rinterscction au point j, = h, ic, = oo des deux courbes (ii') 
et(i2'). 

La meme discussion s'efFectue plus facilement en chacun des points 
(•^'o» Jo) communs aux courbes 

On sait reconnaitre si Tequation (8') 

admet des inte^rales holoinorphes prenant pour x^ la valeur j^, et 
determiner, pour ces integrales, le developpement de {y — jo) suivant 
les puissances de {cc — x^). On en deduit Fordre maximum de multi- 
plicite Go ^^ point (^o» yo) considere comnie point de rencontre de 
(iT) et (12'). En faisant ce calcul pour lous les points (a:o,r«), on 
oblient une limite superieure [x = 2-i-2So du nombre de points de 
rencontre (distincts ou confondus) des courbes (i i') et (12'). Soit (j 
le degre de Qi(7i. oo■^)\ on doit avoir 

d'oii Ton deduit une limite de x. Les integrales R(ic) se calculent des 
lors algebriquement. La metbode n'est en defaut que si Tequation (8) 
est une equation de Riccati, mais la question se traite alors directe- 
ment. 

II est facile d'etendre la metbode aux equations byperelliptiques en 

Y^y- 

/zz: A(7, X) -+- B( J, X) sj\\(y, x), 

en faisant jouer aux valeurs (j, x)^ qui annulent R(j, x)^ le role des 
valeurs ( v,, x^) qui rendent, dans Tequation (8'), y\ infinie. La me- 
tbode n'est en defaut que si toutes les fonctions y{x) definies par 
R = o sont des integrales singulieres. 

Le meme procede permet de calculer toutes les integrales rationnelles 
des equations 



■I 

I 



4 

3 



.1 

1 
I 

! 



I 

t 
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1 

t 



f 
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a moins toutefois que Tintegrale generale n'ait que des points critiques 
fixes, auquel cas Tequation s'integre algebriquement, ou se ramene 
soit a une equation de Riccati, soit a une quadrature 



! , Cette equation est la seule equation de la forme (i3) dont on ne 

puisse calculer algebriquement les integrales rationnelles. Mais je ne 

I veux pas insister sur ces extensions faciles. 

j J'arreterai ici cette etude des equations du premier ordre et du pre- 

mier degre. Dans un travail ulteriour, je montrerai comment les prin- 
cipes developpes dans ce Memoirc permettent, moyennant quelques 
considerations nouvelles, de pousser plus loin la recherche des equa- 
tions dont rintegrale generale est algebrique ou ne prend dans le plan 
qu'un nombre limite de valeurs. 
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CIIAPITRE I. 

I 



DfiVELOPPEMENTS, EN SfelUE COXVERGENTE, DES FONCTIONS B(//, .^') ET -, 



lU^,.'-) 



I . I.KMMK. — Si q est unc quantitc rcelle quclconque et p unv quantite 
e^alenwnt re die et superieure a — i , la serie 



k ::- 



^\kj '/-p-h:>.A 

A- 

est alfsolument comrrgente, I ^ ) designant le eoefficient binomial 

p(p — i). . . ( p — A -t- I ) 

1 .'A.J, . . /i 

Pour (lemontror cette proposition, jo considers la serie des nioiUiles 



/ — / - 



Soient k = l-\- n ci p = I — i, I ct n etant des nornbres cntiers et £ 
lino quantite positive, comprise enlre o et i. 
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On peut ecrire ainsi le terme Uah.2 ^^ '^ ^^v\q (2) 



Ua-hj — 



(/ — £)(/— g — l)...(l — g)c(£H-l)...(gH-/0 

I. 2. 3. ..(/h- /*-+-!) 



y -h g 4- / -h 2 /# -H -2 



A partir de ce terme, tous les termes de la serie (2) contiendront le 
facteur constant (/— £)(/— £ — 1).. .(i — £). 
Si la serie auxiliaire 



M — m 



(3) 



g(g -+-1). . .(g -h /^ H- w) 



^ 1 . 2 . 3 . . . ( /* 



/«=0 



( /* -h //? -h I ) — y — / -h 2 /< -+- 2 m 



est convergente, il en sera de mem«» de la serie (2). Dans la serie (3), 
y est suppose positif. 

J'observe (jue les lermes de eelle serie T peuvenl se nieltre sous la 
forme 



g(g-l- 1). . . (£-1-/0 \ 

1.2.3. . .(/i -h 1) —f/ — l-\-An 

g(g-h l). . .(g-h/0 g(£-f- l). . .(g-h//) g 

n 



-M 



1.2.^... // 



I .2.3 



// 



g 4- /<"! 
/^ -4- I J ~ 



y —i-h2n 



g(g-l-i). . .(g-h/i-h I) 



1 . 2 . 3 . . . ( /^ -h 2 ) —(] — l-^9.n- 

— ' [" g(g-i- i). . .(g-h/f-h 1) __ 
I — c,\_ 1.2.3. ..(//-i-l) 



2 



g(gH-l)...(gH-/i-Hl) 
I . 2 . 3 ...(// 4- I ) 



-t- // H- 1 1 
//-ha J — 



7 — / H- 2 // H- 2 



done 



.\t= 



I — g 



U) \ 



g(g-hl)...(c-f-/0 I 



g(g-f-i)...(g-4-//) g-^-/< 



1 . 2 . 3 . . . // 



-7 — 



l-h'in 1.2.3.../* 

g(g-hi)...(g-i-//-l-i) 



/< -h I — 7 — / 
I 



2/* 



1 . 2 . 3 . . . ( // -h I ) — 7 — /-H 2 /l-t- ^< 



Le premier terme est inferieur au deuxieme, et eelui-ci est moindre 
que le troisieme, si Ton a la condition 



g -h /< 



> 



£ -\- n -h I 



- f/ - I -\- A n — 7 — / -H 2 N -+- 2 



on 2£ -h 7 -h /> o, 



inegalile qui est loujours veritiee. 
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J'ajoule ensuite que le terme general a pour limite zero. Posons 



£(g-hl)...(£-4-/i4-m--l) 



n 



ni 



- = V 



£ -\- n -h m 



— 7 — / -f- 2 w -h 2 //* — 7 — I -h B -h'ifi -^ •Am 



Le facteur 



£ 4- /^ -f- m 



a pour limite !y D'ailleurs, en prenant 



le loj^arithme neperieu de ce produit indefini, on a 



(•^) 



Or 



£ -hi 



LojrP —Log - -+-Log 

" I ^2 



. . 4- Log 



n 



m 



n 



m 



lim (/^ -h /») Lo 

m — • I. 



n 



£-+-// -h //J — 



n -h ni 



J=: lim (/i 



//« ) Log ( I 






La serie (v5) est diverjj^ente et a poursoniUK^ — oc. !j»s ternies dc^ la 
serie (1), alternalivement positifs et negalifs, decroisseni indefini- 
nient; don<* cetle serie est converj^ente. 

Ainsi nous avons transforme la serie T en une autre 1', telle que la 
somme des 2/w premiers tcrmes de cette serie est egale a la somme de 
m premiers termes de T. Or X'am t^*"d vers unc* valeur finie et deter- 
minee; il en estde menie de T,„. Par suite, les series (3) et (^2 ) sonl 
eonvergentes et la serie (1) est absolument ronvergentt*. 

2. TiiEORfeME. — Si la distance OA est egale a — i et (jue z soit Vaffixe 



>• 



o 



X 



(V an point de la region r/u plan, sit nee a droit e de la ligne MN, par allele 
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a I axe des >% la serie 






^^ \ A" / 7 — -C -h 2 A 
A--0 



est ahsolument cornergentc dans eel espace, q elant une quaniiie reelle on 
imaglnaire qneleon(jue, 

SoieiU 

I et n (Hani dos nombres enliers ct £ une qiiantite positive inferiouir 
Le ternic general de cettc serie ((>) est 

, , (l—c-hib){l — £ — I -h fV>) . . . ( I — £ 4- /Vy) (£ - - /^) . . . (£ 4- Ai — ih i 

l/;«-r--± 



Si la serie 



m n » 



. - yi "^^^* [(£ — //>)(£ 4- I — //O . . . ( £ -h /i 4- //' — //> "i i 

^td I .'2 .'A. . .{n -h m -h I ) in -f w m — a — / 



m .--0 



on plulot, si la serie 



I \ - V(c-^-f-/ ^») [(£-ht) -^ -r- />- I . . .[(£-h// — l)-^4-/>-] 

^ 1.2.3...// 

•*I -* . . 



' i X 



(//-}- I )...(// -t- /A* 4- I ) 2 /* -i- 2 /// — 3C — / 

m. :0 

esteonvergente, la serie (G) sera ahsolument convergente. Non«sup|)o- 
.sons que, dans la serie (7), a est pris en valeur absolue. 
Je compare cette serie V a la suite indefinie 



m - do 



•o(r, 4- i)...(in 4- // — I) v* ("^^ ~^" ")• • •(■'1 "^ '' ■^- '^' ) 



I . 2. . 3 . . . /2 'Aid 



I . 2. . 3 . . . /i ^^ \ n 4- I j . . . ( Ti 4- /* 4- /// 4- I ) 2 n 4- 2 /// — jt — / 

la([nelle est convergente, si r\ est un nombre positif inferieur a i . 
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Si Tj est superieur a e, on pcut trouver un nombre entier fixe n tel, 
qu'on ait constamment, a partir dc cette valeur, I'inegalite 



Oil 

Ti'— £'4- 2(y) — £)/i — />*> O, 

condition a laquelle il est toujours possible de satisfaire, quelque 
petite que soitla difTercnee y] — £, pourvu qu'elle soit finie et positive. 
Les termes de la serie V seront ainsi inferieurs, en valeur absolue, a 
ceux d'une serie convergente, dont tons les termes ont meme signe; 
en consequence, la serie (7) est convergente et la serie (G) est abso- 
lument convergente. 

3. CoROLLAiRE. — clanl ufiarif^le reel arhitraire, les scHes 

A := OB 



A=0 






^^~2d\k) q-z + ik 

A = o 



sont ahsolument convergenles dans tout respace a droit e de la Ugne MN. 

4. Dans un travail public dans les Mcmoires de V Academie de Bel- 
gique, in-4''» t.LI , nous avons trouve les deux formulcs suivantes 






'' 1"^^ t 






dx-y 






A-» 

ik)0 

etant un angle compris entre — ^ et -h -> /? et y satisfaisant aux 
conditions 

Ann, de I' Ac. Normale, 3* Serie. Tome IX. — Octobre 189a. ^o 
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Par le changement de q en — ^, ces formules deviennent 

'"> -X's,'<"=--2:(T)-''?^ 



— p\ cos(/? — 7 -h 2/r)9 



2k 



A=co 









— /?\ sin(/? -}-<7 -h ciA)6' 



p — q-^2k 



d'oii, par addition et par soustraction, 



(ti) r 



, K'-^X'-^) 



k = 



!■</') 



2 



A=0 



k 



COS(/?-h 7 -H 2k)B cosip— q 4- 3X)6' 



p -\-(j -^ 2 k 



p — ff-h^k 



] 



A— 



(15) 



Ar=» 

V {'~^^\ sin(/>-i-7-f- ^'^)^ _ V^ 

-^ \ X / p -\- (/ -ir Xk -^ 

A=o 



A=o 



— /?\ sin(/? — 74- 2k)^J 
k ) p — (J -\-2k 



En vertu de la relation 



r(^)r(f-.r).= -:. 



TT 



siiiTrr 



on a 



q^p 



(If)) 



2 



)r(i-/i) 



sin(/? — 7) 






r .+ 



7-/» 



) 



= 47 



2 Y /-^ 



sin/?:: si II <7 9 



A=o 



I —f \ >^in(/^ 4- 2A)(; 
V k ) (p-i-2k)*^q' 



('-) 



r(i-/>) 



TT TT 

sin(/? — 7) - sin(p-h7) -* =• . . , , ^ 

_, ^ ^^2 ^^ ^^2 ^ /— /?\sm(/?-h2X')^ 



■■( 



^)r( 



2 / 



I-h 



q—p 



) 



= -47 



7: siii/^TTsiiu/^/ 



2 



A^O 



A- )(p^2kY-q^' 



si Ton ohscrve que les series (9) sont absolument convergentes et que 
['on pent en grouper arbitrairement les termes. 
Changeons dans ces formules p en — p : 



(»S) 



'■( 



q — p 



r(n-/') 



'•(-■'-^) 



_ , ' ' 2 ^ / p\ sin (2A— />)(/ 

~" ^ ^^ siny^TTsiiu/O -^ \ X* / {2k — p)^—q^ 



k-Q 



(><)) 



rc--/^) 



.■(,.i±i')r),.t2j 



--^A'l 



sin(/?-r7) -sin(7 — d) -*^"* , , . 
^ '2 ' '^ 2 ^7^ / »\ SII 



2 Y /7>\ sin(2X' — p)S 
7: sin/>7r siM79 -^ V^'A^X —/>)* — 7* 

A=U 
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q riant quelconque, dans tout Tespaee a droitc dc la ligne RIN, los 
quantites 



77 

sin(;?-h v) - *=* 



, ' ^ ' '^ ^ / p\ ^\n(9./c — p)0 
"* "^ smpr,sm(/0 -^ \ X / (-ik—py—q* 



, '2 ' ' 2 v^ / /> \ sin ( -Ji /.• — /;) ^ 



2( 



7: sin/;;: si II 7 ^ \ k J (2 k — p)* — //* 

sont des fonclions uniformcs de p, n'ayant dos discontinuitcs qu'en 
des points isoles. D'apres Ic theoreme dc Riemann, toute fonction, 
donnee le lonjj d'une ligne dc grandeur finic, ne peut ctre etendue au 
<lela que d'une scule nianiere, si on lui impose la condition d'etre 
uniformc et de n'avoir des discontinuitcs qu'en des points isoles. 
Done, quel que soit 7, les egalites (18) et (19) doivent exister, pourvu 
<jue la partie reelle de p soit superieure a — i . 
Dans I'equation (18), posons 



7 -H/> 
2 






et taisonsdans la relation (u)) 



7 4- /> p —q 

•2 2 



il viendra 



A - » 

T{fi)V{.r) (a -^ .r){a -^ 2.r)<\i]{rf -h .i')t: V /^\ sin(2A— ^)^ 

T{a-hj:) ~~ r/ sin^r^ -r 2.r}(/siiw/7: ^\k J {k -h Jr){k — a — jc)' 






T(a-^.r) /7.r(./- — rt) sinr.r siiirtTT "^ /a -h x\s\n(2k — a-'X)0 

T(a) V(x) ~~ 7:(^-i-</) siiu^/H- ./•)?: si7r(^* — ^/)0 2d \ k J (A — .r)(A — a) 

Ces deux developpcments subsistent pour les valeurs de com- 

prises entre — f^ et 4- f • Dans le second, a -i- x doit representer I'af- 

fixe d'un point situe dans la partie du plan a droite de MN; dans la 
formule (20), a est une constante dont la partie reelle est superieure 
a — I. Quand ces conditions ne seront pas remplies, on posera, avec 
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rillustre geometre, M. Hermite, 

m etant un nombre en tier tel, qu'elles soient verifiees a Tegard tie a' 
et dea'-j- x. Alors, 



\ 



[ Y{a)V(x) __ (a -^ x){a -4- X -hi), , .(a -\- X -h m) (a-j- 2x -\- m) sin (a -i- .r) r 
Y(a-\-x) a(a -\- i), . .{a -\- m) sin(a-\- 2x-h m)0 s^inai: 



(22) \ 



A = « 



^ /a-\-m\ sin(2X' — a — m)S 
^ ^ \ k J (k -h x) {k — a — X — m) ' 

K—O 

T{a-{-x) a(a-\-}), . .(a -h m) x (x — a — m) sin?:^ sin wt: 



r(rt)r(.r) (a-\-x)(a-hx-hi). , ,{a-]-x-hm) tt sin (a -\- x) t: a'ln (x — a — m)S 

' ^ " {' — a — X — m) 

m) 



^ /a -+- a:-h /7i\ sin (2X-— rtr — ,r — 
^ 2d \ k ) (A— .r)(A-^ — 

A -0 



F.es relations (12) et (i3) conduisent encore aux formules 

r(a)r(.r) {a -\- x) (a -h x -h i). . .(a-hx-\- m) sin (a -f-.r)7r 



r(a-H^) a(a -hi). . .(rt -+- //«) Q,o^{a ^2x ^ m)0 Awaiz 

('24) ^ *=* 

r(flr-)-.r) rt (flr -hi)- • -(^ ^- '-'O J"sin TrxsinrtTTT 



r(a) r(.r) («-f-x) (a-hx-M). . .(a-h.f:-i-//0 t: sin(rt-l-x) 7rcos(x — a — m) 

(9-5) ' * = • 

^ V' /« -+- ^ H- m\ cos (9 X- — rt — .^• — m) , , 

X > I , 1-77 rn 7- (9 A— a — .r — m\. 

^^ \ k / (A* — .r) (A" — a — m) ^ ' 



x=o 



Remarque, — Si Ics quantites sin (rt-t- 2£P-f-/w)0, sin(ir — a — /w)0, 
cos(a-i- 2^ + m)0, cos (.a? — a — m)0 sont difTerentes de zero, Ics de- 
veloppemcnts (22) et (2^), (23) et (2.5) representent, les premiers, 
Tintegrale culcrienne de premiere espece; les seconds, Tinverse de 
cette fonclion. 

Si, pour certaincs valcurs de «, m, x et 0, sin (a -h 2j; -h /;/)0 est 
nul, il faut, pour la representation de B(a, x)^ avoir recours a la for- 
mule(24). Dans ce cas, le second membrc de la relation (22) doit 
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prendre la forme -> et la valeur de B(a, x) est donnee par la for- 
mulc (24). 

5. Si = o, ces developpcments devicnnent successivement 

r(a) r(.r) (a -^ jr) s\u (a -\- x)t: ^r^ f a\ 'xk — a 



( 6\ r(g) r(.r) _ {a -\- x) sin (a -\- x)t: ^ /a\ 
^^ ^ rCa-hx)— « sin a 71 -^ \A7 



{k -{- x){k — a — ./■) 
r(^)r(j:') (a -i- .r) (^ -f-.r -h i). . .(rt-4- »r-h m) sin(a-h./-) :: 



r(a-hJ") a (^ -i- i). . .(« -h m) siiia:: 

(27) ' *-• 



00 

2 A* — rt — m 



-h X ) ( A* — a — J" — m) 

A- 



r(rt-h.r) «.r sin7:.r sinaTT ^ /a-^.r\ i^k — a — ./■ 

^'^ ^ r(rt)r'0r)'~"'7r(^-+-x)sin(rtr-h^)7: ^ \ A- )(k^a){k—7r 






r(rt-f-x) rtr (<7 -h i). . .(^ -h m) .r sinTT.rsinaiT 

r (fl) r (jt) ~~ (a -+- -t') ( a -H a; -h I ) . . . ( rt -+- vT -^ m ) tt sin (a -i- .r ) :: 

(29)' *^» 

^ 2d\ k ) (k — a:){k — a^'nr)' 

A -0 

Si = - : 

2 

r(^)r(x) _ _ (^ 4- J-) (g -4- .r 4- 1 ) . . . ( <7 -f- .r -f- //? ) ^^ ' ^ ' ^ S. 

r(cr-+-a-)~" a(a -f-i).. .(aH-/?i) tt . 

^ ^ ^ sin(a-h 2.r4- w) - sin^jTT: 



(3o) < '2 

k = » 

( A" -h J? ) ( A* — a — X — m) 

k-.Q 






7: 



r., xr./ V / X / N sin(a-i- a?)7rcos(a -i-m) - 

T(a-hx)~~ a (a -^ i). . .(a -^ rn) , n 7^ • 

f^ s i COS(a -h 2J" -h m) -SlHrtTT 

(ii) \ ' ' 2 

A=:« 

2 A* — a — m 
X 



2<-)*("r') 



( A" -h j; ) ( A — • a — x — //* ) 

A=o 
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«, ^ , X / V a?sin7:a7sina7rcos(a -H ^ -+- /w) - 
l(^/-f-j:)__ 6r(a -i- i) . . . (g -H m) a 

, r(g)r(.r)~ {a -h .r)(a -h x -+-1). . . (a -h x 4- m) T" ^ ~ . ir 

(32) < \ / \ / ^ 

„ , , , , »r(j7 — « — w) sinTrxsinaTT sin(a-f-.r-^m)- 
^VM-_£)_ a(flr-f- i)...(a-f-//0 ^ I 

V{a)t{r)~' ia-^x)(a-{-x-\-i), , Aa-^Ji'^m) . , v • / _x ^ 

A = oo 

4-j:4-//A (—0** 



(33) 



V« (a-\- X -\- m\ 
" i ( A- j 



/ (A- — j:-) (A — a — m) 

6. Si la valour de surpasse - en valeur absoluc, le developpe- 

nient (20) definit encore une fonction analytique dans tout le plan. 
F.a partie meromorphe dc cette fonction est identique a celle de B(a,iF), 
car olle a les memes poles et les memes residus. Si Ton designe cette 
fonction par B(a,a7, 0), on pourra poser 

(34) B (a, X, 0) — Ci {a, x,0)-hh (a, x), 

G(a,Xy(i) etant une fonction holomorphe. Cette fonction s*annule, 
quand varie entre — 7 et -h-') ct rcste egale a zero, quel que soit 0, 
si les quantites a et a- satisfont a la condition 

a -\- X := k (A- = nombre enticr). 
En effet, dans cette hypothese, la formule (20) se reduit a 

(i — fl)(2 — «)...( A* — a — 1) 7: 
1 .2.3. . .(A — 1) siiiar 

c'est-a-dire a 

T{a)T{/c — a) 



V(k) 



= B (a, A — a). 
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CIIAPITRE II. 



UfiVKI.OPPEVENTS, FN SfiRIE CONVERGEMK, DES FONCTIONS 

cosfTJ^^" — m)^i sln(2.r — wjO . i .• n 

sinTT.r siriTTJ? 



7. Les formulcs (2'J) et (25) donnent lieu a plusieurs applications 
intercssantes et nous pcrmetlcnt, en partieulier, de devcloppor, en 
serie converjijcnte, et cela d'unc infinite de manieres, les fonclions 



. TT TT 

T: col 7: if, -: » 



SniTTX T, 

COS - .r 

2 



Ces relations (23) et (23) sont pour ainsi dire conjuguees. Pour 
obtenir les devcloppements qu'on tire de I'equation (2.5), il suftit de 
differentier, par rapport a 0, les formules deduites de la relation (23). 

On sait que les poles de Y{a h- x) sont donnes par Tequation 

«-+ .r-h/? = o (/I = nombre enlier), 

d'oii 

m -\- a -{- X ^^ ni — n. 

La fonction Y^a-^x) parait n'avoir pas de poles simples; niais il 
n'en est rien. Si *« + ^ 4- /^ = o, on a identiquement 

k=.nt — n ~\ 

[ m -H « -t- x\ si n ( '.>. /: — n — x — m ) (y I 

= o. 



[Ii=.in — n "I 

'^ f m -^ a '\- x\ sin (•>. k — a — x — ni)0 I 
2d \ k ) (k-x)(k-a-mY 

k- -■ 



a+jr+-/i=o 



En outre, a partir du (m — n -\- i)'^»°« terme de la serie (2^ ), tons 
les termes contiendront le facteur n -{- a-hx, Ainsi, par suite de la 
presence du facteur s>'\u(a -hx)-!: au denominateur, le coefficient de 

prendra la forme -j et, dans chaque cas particulier, on trou- 

vera aisement la vraie valeur de cetle quantite. 
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8. Application F. — Determinons la valeur du residu de r(a -+- .r) 
pour le pole a 4-a: = o et soil, dans la formule (^3), m = o. 
En faisant usage de la notation de Cauchy, on trouvc 



r( 



ou 



CoTia-ho-) 2^'sin'7r:r r 9 sin^O i sin^^ i sin60 1 



sinOx ^ ,r sinO i sinaG i sin39 1 

(37) { snina: L 1 — x* 22'—^* 3 3*— j?- J 

car on sait que le residu de T(a -h ,r), pour le pole a -h or = o, est 
egal a i. 

Maintenant, si Ton observe que la serie, formee par la derivee des 
termes du developpement (37), est uniformement et meme absolument 
convergente, on aura par difTerentiation 

IcosOx I r COS0 cos 2 cos30 1 

De (38) on deduit les deux formules classiques 

(3q) _ =2^ r -h ^r — . . . , 

^ ^' suiTTo: X Li — j:** 2*— j?* 3*— a:* J 



n =«e 



(4o) TTCOlTra^zz: 2J?>.— r ^- • 

' a; ^^ n* — x* 



/i = i 



IT 

De (37), en faisant = -, on tire 



(1') 



TT , , r I £ I 2. ' "I 



cos- x 

2 



(*) Exercices de Calcul integral, par Lcgendre, t. II, p. 169. 
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formule, qui ne diHere pas au fond de celle d'Euler 



(42) 



ZL_-/:r_J ^4-—^ ^ 



cos - X 

2 



La formule (2)) nousconduiraitauxrnemesresultats. Effectivement, 
faisons a ■+- .r = o ct /w = o, on a 



r(j:)rii-^) 



r cos 2^0: sin(a-}-a:j7r L 



cos(^-h.r)(? , a-h>T 



cosaO 



au- 



I (,__j.)(,_rt) 



{a -^ jr)(a -h .r — i) cos 4 



I . •-* 



{•i — x)(2 — a) 



4-+- 



ou 



,oo,.x cos(}.r I r cos(> COS29 cos35 1 

(6Sbis) t:-. —2x\ — 4- T.^ . — . .. . 

sin?: a: X Li-— .t- 2^—x* 6^—X' J 

9. Application II. — Posons dans la formule (23), a -h 00 = ot 
/w = I, 



sin(rn- .r -i- i)9 a -h X -h I sin(r — a~x)0 



\ = 



x(i -+-a) 



{i — x){—a) 



sin(a 4- x)t: 



a-hx=o 



o 
o 



La vraie valeur sera 



-H 



I Isin^ — 20cos^ 



x(i — j:* ) X* ( 



[i-x)\\ 



Alors 



(43) 



t: 



s\n(2x — i)0 {2x — i)sin9 



smTTo: 



j:(i — x) 
sin(? — 20c.osO 



-h x{i — X){2X — i) 






sin3{? 



sin 5^ 



x(i — x) 



1,2 (2 — x ) ( I -h A* ) 2.3 (3 — j:)(2 4-vr) 






j4nn, de l*t.e. Sormale, 3* Scrip.. Tome IX. — Octodhe 189a. 



4i 
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(I'oii, par differentiation, 



tz ; — = 2^sin9 — COS0-I- J7(i — a?) 






(45) 



2 "" ~ 2 



On deduirait cette formule (44) de la formule (25) en faisant dans 
cette derniere 

a -\- a: = o ct m = i. 

Des deveIoppements(43) et (44) on tire les suivants, en supposant 
successivement = - etO = o, 

2 



I — 2.r 

j: ( I — x) 



TrCOtTTcTzzi -^^ — .1:1-. —x(l^ X)(2X — \) 



[III II II 

x(i — X) 1.2 (2 — j:')(i-+-j:) 2.3 (3 — a:){2-hx) 3.4 (4 — J^)' 



)(3-f-x) 



I -: • -I- 1 ■= j: ( I — x)\ 1 

^ 1 SiriTT^' ^ ^lx^(l—xy 1.2 (2 — J-)(l-f-x) 

' ^ ' 7 1 

2.3 (3 — ^Ol^-t-^) 3.4 (4-^)(3-+-j:) **J" 

10. Application III. — Prenons un dernier exemple, celui de 

'a-hxz=zo ol /?i = 2. 

 

La formule (25) donne 

<L'o r(rt -h .r) .?'(i — ^)(2 — .r) sin-TT.r 



r(^*)r(l — X) 1.2 7:cos(2j:'— 2)9 



[I yr^ /a-^ X -\- 2\co^(2 k — a — X — 2)0 . , .1 

^\n(a-^x)r. ^\ k J (k — x){k — a — 2) I 
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i TTCOlTTO'^: — ; a:(i — x)(2 — j:) 

(5o) / 



,^ . . 2COS7:— 

('Jl) ^ 2 



[I 2 I 4 « jl 

(i — a:)* JC^(2-\-a:y 1.2.3 (3 — jr)(i-f-x) 2.3.4(4 — ^) 



(2 H-x) 



H-.. 



(52) 



^ r__i I 4 ^ _i 

L(i — x)* 1,2.3 ('6 — x)(j-hx) 3.4.5(5 — 



8 I 12 

+ 



x)(34-j:) 5.6.7 (7 — Jr)(5-hJr) 



/ ^ / / X (3-h7r)(i — 20?)* , , ,, ^, 

] SinTTX 2 

[III II 

4j?*(i — j:)" 2.3.4(2 — J7)(n-x) 4«5.6 (3 — ^)1 



(2-1- ;r) 6.7.8(4— a:) (3 -H J) 

11. Remarque I. — Ces quclques cxemples suffisent pour montrer 
comment on peut developper, en serie convergente, les fonctions 

^^ —y ^ —9 m etant un nombre entier. Par suite, 

SHITTJ? SIHTTX 

on pourra devclopper en serie convergente, et ccia d'une infinite de 
manieres, les fonctions it cotito;, > 

SHITTX TT 

COS-rr 
2 

Remarque II. — Au moyen des formules (23) et (24), on arriverait 
aux memes resultats. Dans ces relations, il suffit de donner au para- 
metre a successivement les valeurs entieres : o, i, 2, 3, 4» •••• 



CIIAPITRE III. 

SOMNATION DE SfiBIES TBIG0N0M£TBIQUES. 



12. Avant de terminer cette etude, nous ferons voir comment la 
formule (23) peut servir a determiner la somme d'une infinite de se- 
ries trigonometriques. 
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Si nous posons a = a -f- 1^, x = a -— tjj, w = o, la relation (23) 
prend la forme 

.^2v r(2«) («*H--f3')2<;3sin7r(«4-ii3)sin7r(a— 1;3) yi /aaX sin2(A- — «)^ 



it = 



Si nous designons par R le module de r(/p), on sail que 



^ _ / 2 7r 

Ce resultat est du a M. Stieltjes (*). 

D'autre part, les proprietes de la fbnetion gamma subsistent dans le 
cas de la variable imaginairc. Au moyen de la formule (53), il sera 
done possible de trouver la somme d'une infinite de series trigonome- 
triques, si a satisfait a Tune des conditions 

n etant un nombre entier, nul ou positif. 

13. Application I : a = o. La formule (53) devient 

I _p»r (g-P^— eP^)n / s\n20 I sin40 i sin60 \ 



SiO = -, 

a 



R — 4 / —J^JL— 



) 



R representant le module de r(tP). C'est le resultat de M. Stieltjes. 
Done, par substitution de cette valeur de R dans la relation (54), 



/ j_r ePO-e-pe i sinQ i 

M NP'L ^ef»^— e-^'^J" i-f-(3* 2 



I sinad I sinSd 



(55)(«) { 2|3*L ef»^— e-^'^J 1-^(3* 2 2*-+-(3» 3 3»h-(3» 



(') Co«rf fi?tf 3/. Hermite, profess^ a la Faculty des Sciences de Paris, 3* Edition, 
p. ii3. 

(*) TraiU €l^nientaire des s^rie^, par M. Catalan, p. 114. 
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14. Application II : a = ^. 



fsinaa^ 2 a sin 2(1 — a)^"] 
"" aiH_ pi "^"T (! — «)* + (3* I ( 2sin(?— 4gcos0 2 sin ^ 



Alors 

I i-i-4f3« (g?^-^g-?^)« r 8in0 — 2 9cos0 4 sin 9 

r(i + ''P)r({-*{3)~^'~^^^ e=?e_e-*?^ L 1 + 4?* "^ i-f-4?* 

I sin30 I sin59 



1.2 3*-i-4?* a. 3 5*-4-4|i* 
Mais 

r(iT7^)T(i37pj == ^^^ ' 

par suite 

Tu e?^_-.^-po 2 5 cos 4 sin 9 



 • • I < 

J' 



(56) 



sinO I sin39 i sin59 i sin7S 



n-|3» 1.2 3«+j3* 2.3 5*H-^* 3.4 7«+;3* 



2 ^ ^ 2 



En particulier, p = o, 

(D7) 7r0-+-29cos0=:5sin5-^ — -^^ _ __ + _ _^ 

SiO = -, 
2 



7r* ^ II II II 



* • • 



2 1.2 3* 2.3 5* 3.47* 

Prenons la derivee de la formule (Sy) et faisons ensuite = 

(58) 7: = 3-+- 7— -3 — r-TZ "^ 3^^""ryTj '^"" 

l.^.cl iS.O.cl cl.^.y i^.<J«lJ 

Cette serie est asscz remarquable. 
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CHAPITRE IV. 



15. Pour terminer ce travaiU je crois devoir signaler une nouvelle 
forme de developpement de B(a,x), laquelle me parait digne d'atten- 
tion. 

Dans les formules (22) el (24), faisons m = o et = -> il viendra 



It 

(a-ha*){a-}-2x) sin (a + a:) t: sin a -*=' 



(59) B{a,x) = y.i- ')" (i) n TTZ ;' 

(a -f- J?) sin(a-+-^)7rcosa -*=• , . , 



(60) B(«,x)= — ^2(-'>*(a) 



acos(a H- 2J?) -sinaTU k=o ^ / v /v / 



On peul ecrire ainsi ces formules : 



(a 4- J")sin(rt H- jc)7rsina -^=" 



»<"•->= —, ^r— " 2<-)'(:)(ri:^ - iF3^) 



asin(aH- 2x) — sinaTT it=o 

^ 2 

IT 

(a 4-^) sin (a H- x)7rcosa - ^=' 



»<■'->= : nr-^2(-)'a)(ri:^-.-^^> 



acos(a 4- 2jc) — sinaTT a=o 

d'oii Ton tire 

,6„ B(.,.,= i±i !;<-.)•(:) :f^, 



a? 

k = 



(62) B(«,x)^-(^±i:l-^iliiiL±£l2Ey(_,)*ff'), ! ^_(«+x)G(x) 

a shit: J? -^^ ^ xk/k-^a — x siuTUo: . 



en posant 



* = ' 



k=m 
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Le (leveloppement (6i) ne differe pas de celui que donne Tillustre 
professeur M. Hermite, dans son Cours de la Sorbonne^ 3® edition, 
p. 1 35. (j{x) est une fonction holomorphe. Ainsi, la fonction mero- 
morphe B(a, x) est mise sous la forme d'un quotient de deux fonctions 
holomorphes. En outre, d*apres la nature de la fonction B(a, x), les 
zeros de 

doivent etre necessairement i , 2, 3, 4* • • • » puisque, pour ces valeurs 
de X, le denominateur de la formule (()2) s*annule. En consequence, 
sous la condition que a soit une constante, dont la partie reellc est 
superieure a — i, on a Tidenlite 



)2(->*a)r^i^=°. 



16. Verification : a = 3, .t = 4. — On a 

A='i"(-.)*(J)j,rirr4 

\ a \ a(a — i) i a{a — i)(a — 2) 1 

a-\- f\ 11 — a — 4 J'^ 2 — a — 4 1.2. 3 3 — a — 4 

a{a — i){a — 2)(a — 3){a — .\){a — 5){a — 6) i_ 

1 .2.3.4.5.6.7 3 — a 

OU 

I I 3 I I 

A= 1 ^ ■+■ 7 — 7 — ^ rrz o. 

7 2 D 4 4'^'7 

17. Des relations (23) et(25), par une analyse semblable, on de- 
duira les formules 



SUR LES 



EQUATIONS AUX DfiRIVfiES PARTIELLES 

DU PREMIER ORDRE ET DU SECOND DEGRfi, 

Par M. ELLIOT, 

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE BESANgON. 



1. Soil Tequation 

(i) ap*'\' 2bpq -{-cq*-^ 2dp 'h'ieq -{-/rzzoy 

oil a, 6, . ..,/designent des fonctions quelconques des deux variables 
independantes x et v. 

Cette equation a la propriete de conserver la meme forme quand on 
fait un changement quelconque des variables independantes 

et un changement de fonction 

Z ^:^ Zi -f- ty 

I designant une fonction quelconque de x et j. Nous ne considererons 
dans tout ce qui suit que des changements de fonction de cette nature. 
Par le changement de variables, Tequation (i) se transforme en 

(a) a,/?jH-2Z>,/?i^,-hc,7f -+-2 c?,/?i 4-2 e,<7i +/,.-= o. 

Les nouveaux coefficients se deduisent des anciens par les formules 

,ox do ddf do d^ 

Ann.de V Re. Sormale, 3*Serie. Tome IX.— Novembre 189a. 4^ 
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et ont pour valeurs 

* ~~ dx* dx dy dy'^ 

* dx Ox \dx dy dx dy ) dy dy 
'''-'' dx^^^^ dx dy^"" dy^' 

dx dy 

. d'lf d'lf 
Ci~d-T^ -he-f-y 
dv dy 

Par le changement de fonction, Tequation (2) se transforme en 

Les formules de transformation sont 

dt dt 

en supposant que Ton fasse ce changement de fonction dans I'equa- 
tion (2), et que par suite / est une fonction quelconque de x^ et y^ . 
Les nouveaux coefficients ont les valeurs suivantes 

, dt . dt , , dt dt 

dt^ , dt dt dt^ , dt dt ^ 

Nous aurons a utiliser, pour la suite de ce travail, certaines fonctions 
des coefficients qui prcsentent le caractere d'invariants par rapport 
aux transformations que nous venons de considerer. Commen^ons par 
chercherces invariants. 

2. Supposons d'abord que, dans Tequation proposee, les termes du 
second degre en /? et y forment un carrc parfait, c'est-a-dire que 
'»' — ac = o. Les formules relatives au changement de variables 



SUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE, ETC. 33 1 

donnent, en designant par S le determinant fonctionnel de la trans- 
formation. 



d 



dx 


dy 


dx 


dy 



D'ailleurs les coefficients a,, 6,, c, ne sont point alteres par un chan- 
gementde fonction. II en resultc que les equations tellesque (i), oil 
les termes du second dcgre forment un carre parfait, constituent une 
classe distincte independante des changements de la fonction et dcs 
variables. 

Nous obtiendrons une autre classe d'equations en exprimant que 
Tequation (i) se decompose en deux equations lineaires. Cela a lieu 
quand le determinant 

a b d 
bee 
d e f 

est identiquement nul. Pour verifier que la condition est independante 
d'un changement de variables, nous remarquerons que, en vertu de ce 
qui precede, on a deja 

On verifiera de meme que 

ib^d^Cx^ ctie\ -- Cid\ := o^^ibde — ae-— cd^); 



d'oii Ton conclut 



Jj=0»J. 



Relativement au changement de fonction, servons-nous des for- 
mules (4). On en tire 



,11 ^f ^^^ , dt dt 

4- 2 ^, r/i e, — fli e J — c, <y* . 



dl' 



^^7? 



, dt dt \ 

dxi dvx ) 
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En ajoutant aux deu\ raembres Ics expressions idcntii|ucs 









'i -\ — "5 1" '■i "n 



■'dx, 



c'cst-a-dir 



= J,. 



Nous avons ainsi une seconde ciasse d'equations independantes des 
changements des variables et de fonction. qui ont la propriete de se 
decomposer en deux equations lineaires. 

3. Pour en obtenir une troisieme, considerons les equations que 
Ton rencontre dans la rechercbe des lignes geodesiques des surfacps 
et qui n'ont pas de lermes du premier degre en p et y. Chcrchons. s'il 
est possible, a faire disparaitre ces deux termes du premier degre dans 
I'equation (i). Cc ne sera pas par un cbangement de variables; car les 
deux fonctions 9 et ']< devraient satisfairc aux deux equations 









if 



Le determinant devrait done etre identiquement nul, et les deux 
fonctions 9 et i^ dependant alors I'une de I'autre, les deux variables 
nouvelles ne seraient pas independantes. 

On reconnait aussi tres aisement qu'on n'y arrive pas non plus en 
combinant un cbangement de variables avecun cbangement de fonction, 
ii moins que le cbangement de fonction scul ne fasse disparaitre les 
deux termes dont il s'agit. En supposant que Ton parte fit} I'equa- 
lion (i)et que( soil une fonction dearety, on voit par les formules (^i) 
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que Ton doit pouvoir determiner la seule fonction t par les equations 

dt ,dt . 

, dt dt 

ax ay 



d'oii Ton tire 



Si Ton pose 



dt be — cd dt bd— ae 

dx ac — b^ dy ac — 6* 



,, d be — cd d bd — ae 



dy ac — b^ dx ac — b^ 

on dcvra done avoir identiquement 

U=:0. 

11 est essentiel de faire voir que cette condition est independante d'un 
changement de variables et de la fonction. 
Posons, pour abreger, 

be — cd bd — ae 

ac — b^ ac — 6* 

Designons par les memes lettres, affectees de Tindice i , les quantites 
analogues relatives aux coefficients de Tequation transformee par un 
changement de variables. On verifie aisement que Ton a 



m 



I / d'lf d^\ I f do dQ\ 



Calculous Texpression -^r — r^- Pour calculer -r-^ par exemple, 

0Y\ Ox I ox I 

on prendra les derivees successivement par rapport a x etj, et on les 
multipliera respectivement par les derivees partielles de a; et j par 
rapport a a:,, donnees en renversant les formules (3), c'est-a-dire 

^_d_^d^ ± _d^ d_ 

dxx dy dx dx dy 

^ d d^ d do d 

dyx "^ dx dy dy dx 
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On aura ainsi 



\d}\ dxij ~ {_ \dy da: dy dx dy* dxdyj \ dy dxjdyjdx' 

I \dx dy dx dx dxdy dx* J \ dy dxjdxjdy^ 

[>fdn d^ dm d(p d^ c)*9 \ f ^ _ ^?\ <^^1<^| 

\dx dx dxdy dx* dxdy J \ dx dyjdxjdy* 

[^fdn d^ ^ dm d^ <^*y __ ^W\ __ / ^ __ ^\ ^^1 ^^ 

L \dy dx dy dy dxdy dy* ) \ dx dy) dy\dx' 

On constate que dans le second membre les coefficients de -r- et de 

-^^ sont nuls, que ccux de ^ ct j- sont respectivement -f- S* et — S* ; 



enfin que les coefficients de m et de n sont nuls. Par exemple, le 

di_ 

dx 



coefficient de m, en faisant abstraction des termes en -r- qui se de- 



truisent, est 

^/<^9 d*^ c?9 d*^ d'^ d*(p d^ d*(^\ dd fd^ d^ d^d^\ 
\dx dy* dy dxdy dy dxdy dx dy* ) dy\dx dy dy dx/ 

c'est-a-dire zero. Ainsi done le changement de variables nous donne 

dm^ dfix I /dm dn\ 

^y\ dx^ "d^dy dxj* 

ou bien 



Relativement au changement de fonction, on a 

biet—Ctdt 

, /, dt dt \ I ^^ u ^^ J \ 

On verra de meme que 

dt 
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Done 

Les equations auxquelles donne lieu la recherche des lignes geode- 
siques forment done encore une classe a part, independante du chan- 
gement de variables et de la function. 

Reduction de T^quation g^n^rale k une forme canonique. 

4. Laissant de cote toutes les classes particulieres qui viennent 
d'etre signalees, cherchons maintenant a simplifier Tequation gene- 
rale. On pent profiler des deux fonctions arbitraires qui entrent dans 
le changement de variables pour faire disparaitre deux termes. Propo- 
sons-nous de faire disparaitre les coefficients des termes carres par 
rapport aux derivees partielles. II faudra que les deux fonctions o et '| 
satisfassent a Tequation unique 

ap^ -f- 2 bpq ■+- cq^ = o, 

qui se decompose en deux equations lineaires et homogenes. Nous les 
designerons par les grandes lettres correspondantes $ et ^, et nous 
remarquerons que ces solutions doivent appartenir a deux determina- 
tions differentes du rapport -; car autrement $ et ^ seraient des 

fonctions d'une mcme fonction detcrminee de ^ et j : elles seraient 
done fonctions Tune de Taulre et ne pourraient etrc prises pour nou- 
velles variables independantes. Nous ecartons done le cas special oil 
b^ — ac serait nul, et pour lequel la reduction actuclle ne serait pas 
possible. 

Supposons qu'on ait integre les deux equations lineaires 

cy -h (^ — y/6*— (^c)p == o, 
cq -\-{b -\- )Jb*— ac)p = o. 

On prendra pour $ une solution de la premiere, pour V une solution 
de la seconde, et Tequation (i)se trouvera ramenee, par le change- 
ment de variables 



336 ELLIOT. 

a la forme 

(5) 2BtP,Q,4-2DiPi+aE,Q,-+-F,= o, 

Le changement de variables comporte, comme on le voit, deux fonc- 
tions arbitraires. II est clair que si, ayant ramene Tequation a la forme 
reduite (5), on effectue un nouveau changement de variables defini 
par les formules 

Tequation conservera sa forme, et la meme chose aura lieu, quel que 
soit le nombre des termes qu'on a fait disparaitre. Toutes les equations 
reduites qui ne difiereraient entre elles que par une transformation 
particuliere, comme la precedente, ne doivent pas etre considerees 
comme dislinctes. 

Supposons que les integrales des deux equations 

dx dy 

b — sjb^ — ac ^ 

dx dy 

b-^sjb^—ac ~" c 

soient 

<b{Xy y)=^ const., 

W(j7,/)=: const.; 
nous pourrons prendre le changement de variables 

Si, au lieu de ces valeurs, nous prenions, comme cela est permis, 
pour X et Y des fonctions arbitraires de $ et de W, cela reviendrait 
au changement de variables special dont il vient d'etre question. 

5. EfTectuons maintcnant, dans Tequation (5), le changement de 
fonction 

d'oii Ton dcduit, en designant par P ct Q les dcrivees partielles quand 
les variables independantes sontX, Y et Z, la fonction 
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et (lelenninons T de faron quo lo cooffici(Mit cle 0» d-'^ns rrcjiiation noii- 
vf'llo, soil mil, cv (jiii donno 

F/r(|uali()ri Iransfonnei* rsl 
M i't N avaul les valeius 

ft 

^' - - .A ~ »;' 



Kn rcniplarant -r-» I(» oocl'ficicnt N piMMid line val(Uir Men (Ii'Mcrmiiiet^ 

L(? cooflicient M n'csl, au conlrairo, d('fforniinc qii'a unc foiidion pres 
do la noiivelI(» variable Y, puisqiie la fonction T p(»nt rtn^ au;^Miiontrr' 
arhitraircinonl (rune telle fonelion. 

Invariabilite de la reduction. 

6. Sup|)osuns (|ue, au lieu d'elTectuer les reduclionsprecedentessur 
Tequation (i), on ait d'ahord sournis celle-ri a un chanj^enHMit quel- 
eonque de variables et de fonelion 

On opere alors sur Teciualion transformee 

Nous avons vu que la rechercbe des variables canoniques revicnt a 
rintejifralion de Tequation 

Cellc dcs variables canoniques de la seconde equation revient a Tinte- 

/inn, de I'Ec. Normale. 3* Serie. Tome IX. — Novemdre 1892. 4^ 
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gration de Tequation 



ELLIOT. 



a' p'^ -H 2 b'p'q' -h c' q'^ = o, 



qu'on peut regardor comme transformee de la premiere par la siibsli 
tution 



(7) 



cr' = 9(j:, r), /=n{^(a;, v). 



Si done on designe par 









les variables canoniques dans les deux cas, Iafonction$'(a7', v') pourra 
etre consideree comme provenanl de i^(x, y), et la fonclion W(ir\y) 
comme provenantdeV(;r,j) par la substitution (7), en faisant abstrac- 
tion dcs transformations speciales qu'on est toujours libre d'cffectuer 
a un moment quelconquedo la reduction. 
Solent 



1 = 



0^ (^ 

Ojc dy 



A'=: 



Ox' dy' 
Or' dy' 



Le coefficient N, dans la premiere reduction, pent s'ecrire, en multi- 
pliant par B, les deux termes de la fraction 

C'est la valeur que prend le rapport des invariants 

J. 



2(h;-a,co*" 



quand on suppose A, = o, C, = o. Si Ton cherche Texpression do cv 
rapport en fonction des variables x et j, on trouvera 



.1 



■iMb' ~ary 



en se rappelant que J, = A^J et B;* — A,C, =zX^(h^ — ac). 
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He meme, I'oxpression de N' on fonction de x' ot y' ost 

On I'obtiendra en fonction des variables xeiy, en remarquant que, si 
Ton designe par o le determinant fonctionnel de la substitution (7), 
on a 

On trouve ainsi ['expression 



2 0A'(/>*— ^C')* 



c/est-a-dire la nieme que pour N en vertu de A = Mo. 

On a maintenant I'expression de N en X ct Y, en remettant partout 
res deux variables a la place de $(uC, y) et de ^\x, y). Rolativemenl 
a la fonction N', on pourra d'abord passer des variables a? et y a x' et 
y\ en renipla(;ant 4> et M" par <I>'etU", puis on aura a mettre partout X' 
v\ Y' au lieu de ces dernieres fonctions. Done, enfin, les deux coefli- 
c'ients N et Y sont composes de la meme faeon. Tun en X et Y, I'autre 
en \ et Y'. 

Pour ce qui est relatif aux coefficients M et M', rappelons (ju'ils ne 
sont pas completement determines et qu'on peut ajouter au premier 
line fonction quelconque de Y, et de meme au second une fonction 
queleon(|ue de Y'. Pour montrer qu'a cela pres ils sont composes dr 
la memefagon. Tun en X,Y, Tautre en X', Y', il suflitde faire voir que 
la derivee de M par rapport a X et la derivee de M' par rapport a X' sont 
composees de la meme fa^on, et, d*apres le raisonnement qui vient 
d'etre fait,il suffitd'etablirque ces deux dcrivees,exprimees au moyen 
des variables x et y, sont identiques. Or on a 



(Af d'-T 



^f^jm <■) 



On reconnait, dans le second membre, Tinvariant H, change de 
signe, quand on y suppose A, = 0, C, = o. Done ce second membre 

exprime en x cty sera — ^- De meme, Texpression de y^-> au moyen 
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des variables x'ety, est — ^- Transformant cctte derniere expression 
en fonction des variables or et v, on trouvcra, a cause de H' = -^^ H, 



o 
c. y. F. ii. 



^ __ iL-_II 

I.es (brmulesqui viennent d'etre elablies 

:>l(o- — rfc)- 

perniettent de ('aIciil(»re(recliv(Mnent Ics denx eoeriicieiils de re(|iialion 
eanonique, an nioyen des variables primitives x et v. II surtira d'v 
remplaeer twisuite ees variabiles en fonction des varial)l(»s eanonitpn^s, 
(Ml intej^rant I'eqnation 

Le calcnl fait de cette fa(;on presente eependant une difticnite rela- 

tive an signe que I'on doit prendre \)Ouv (//' — acf dans le calcul 
de N. Otte indetermination tient a ce que la nietbode ne conlient 
pas de traces du choix des deux racines de I'equation dn second 
degre (|u'on a resolue pour oblenir l(»s variables canoniques X et Y. 
Repn^nons les formules 

on nons avons deja suppose (n** 1) (|ne 



M> 




i)H 






'^y 


- /' -h \ ^' - ''^' 


Tv 


h 


- \h^ — fic 


/M» 


(• 


()U' 




(• 


/)t; 




(U 







On anni iininerliatenient 



r ().r Ox 

/■ - I) ^Jlr— ar\ M^ 

^ c I Or 

/ , ~ h — Jb'—ac \ ()H' 
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2P I) H F 

LVxpression de N = — ' — - * ' sera donnee sans ambigiiilo par 



N = -''^ 






(lont il est aise dc constator Tidentite avoc la valeur ecrile prrcr- 
(liMiiment, an signe pros. 

(^.etle formulo sorail en defaut ot se prosonlerait sous la forin(» - si c 

etail mil, nuisciu'alors uno dos Ibnclions -r-» -r- sorait nullo. On nriil 
cvidemment la remplacer par cclle-ci 

— a.} 



N- 






()y ()y 



puisquc Ton a 



()y <)y a 

T)¥ IW ""c 
()x i)x 



Si rctle dernitMr se trouvait egalement en defaut, e/est que a et c 
seraienl nuls tous les deux; mais alors 11 n'y aurait plus de change- 
men t de variables a eflectuer. 

Reduction dans le cas des Equations g^od^siques. 

7. Cc mode de reduction est parfaitcment applicable quand Tequa- 
tion appartient a la categoric des equations geodesiques. On en sera 
averti par le calcul de I'invariant H, qui doit etre identiquemcnt nul. 
On fcradisparaitre, commc dans le cas general, les termes en P'^ et (y 
par un changement dc variables, et I'equation sera 

2 H, Pj Q, -h 2 1), I>, -+- 2 E, Qi -h F, - o. 

On fera ensuite le changement de fonction 

qui permettra ici de laire disparaitre les deux termes du premier degre. 
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La (bnction T est actuellenient connue a une constante pros, puisque 
SOS deux derivees doivent satisfaire ii 

et requation canoniquc sera 



1>0 = 



viBJ 



f 



On trouve, dans le second membra, I'expression que nous avonsdeja 
ecrite, au moyen du rapport de deux invariants. La transformation est 
done parfailement determinee, sauf toujours a efl'ectuer une transfor- 
mation telle que 

X' = .f(\), V--=(,'(V). 

Heman/uc. — Toute equation de la forme (i) qui est a coefficients 
constants, ou qui provient d'une telle equation par un changement 
(|uelconque des variables et de la fonction, appartient necessairemeiit 
a la categoric des equations gcodesiques, Tinvariant II etant identi- 
(|uement nul. Le cliangement de variables est alors evidemment 
lineaire, et le determinant fonctionnel A se reduit a une constante. 
Les invariants J et h'^ — ac sont eux-memes des constantes. 11 en re- 
sulte que la forme canonique de telles equations sera PQ = const. 

Recherche de certains cas d'int^grabilit^. 

S. Klaiit donnee une fonction z de .r et r definie par une equation 
lelle que 

(S) F(.r, J, w, C) =o, 

qui contient une constante C, si Ton forme les equations qui four- 
nissent les valours des derivees premieres, on aura un systeme de 
trois equations entre lesquelles on pourra climiner z et C. 

II est clair que le resultat de Telimination n'est pas altere si Ton 
remplace z par :; -h C,, en designant par C, une nouvelle constante. 
L'equation F(.r, y, 5 4- C^,C) = o definira done une integrale complete 
de Tequation aux derivees partielles obtenue par I'elimination. 
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Quel que soit le degre de I'equation obtcnuc, il est evident que ce 
degre ne sera pas altere par un changeuient de variable quelconque et 
un cliaiigement de fonction tel que 5 = 5,4-/, que nous avons employe 
jusqu'a present. Nous allons indiquer quelques equations tclles que 
(8) qui donnent naissance a des equations aux derivees partielles du 
second degre, et pour Icsquelles on connaitra par consequent une 
integrale complete. Nous pourrons d'ailleurs faire un cliangement de 
fonction et de variables dans la relation (8) pour la simplifier. Nous 
Savons que celte operation prealable n'aura aucune influence sur les 
coelficienls de Tequation canonique correspondante. 

(^onsiderons, par exemple, la relation 

^?==ii(M-+-C)'"(i' -+-(:)", 

oil m et n sont deux nombrcs constants, et w, v, ^v troisfbnclions(|uel- 
conques de x ety. On pent, par un cbangemcnt de fonction, ramener 
la fonction w a etre Tunite; on pourra ensuite prendre les deux autres 
fonctions que nous supposons distinctes comme variables indepen- 
dantes. Notre relation prendra la forme 

Prenant les derivees partielles et rempla(;ant ^^, on aura 

p{x -h (') = //?, q(y -h C) = n, 

L'elimination de C donne Tequation 

( r — y) pq -h up — inq =. o. 

Nous verrons plus loin qu'elle est un cas particulier d'equations ad- 
mettant une integrale du premier degre en p et q. (Ici Tintegrale 
p -\- q = const, est evidente sur les equations des caracteristiques.) 

Si Ton veut ramener Tequation a la forme canonique, on voit qu'il 
n'y a pas de cliangement de variables a operer. On pent prendre \ = x, 
Y =y et Ton aura par un changement de fonction la forme canonique 



\-V (\-V)» 
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9. Soil I'oquation 
On la ramrnora par un cliangement do variables el de f'onction a 

qui donne lieu a I'equation aux derivecs parliellos 
On a ici 

he — cd '}, bd — ae y 

ac — tf' ~ y- — 4-^*' (^c — Z»* r^ — 4./- 

L'invariantH est mil: on a done des equations appartonant a la eali'- 
gorio des geodesiques. Va\ integrant la diirerentiellc* 

2 dx y dv 

on voit que Ton fait disparaitrn les termes du premier degre par Ir 
eliangement de fonetion 

^■=:Z + ilOg(/---4x). 

Pour efl'ectuer Ic changement de variables, on integre I'equation 

i:p^ 4- ypt] -4- <7* = o, 
qui (hmne 



7 y it \/>'"- - -*•'■ 

I/integrale generale des deux equations 

dx dy 

Y =t v'y" — 4'^' ^ 

s'obtient sans difiiculte sous la forme 



y ±: \Jy^— i\.v nz const. 
Nous ferons done le changement de variables 
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(I'oii 

J = -i(X-hY), .r~J\Y. 



L'equation canonique est 



»'Q+(Y-J:-X).^o- 



EUe admet I'integrale complete 

La surface repondant a cette equation aux derivecs partielles est, 
comme on salt, un cas particulier de celles qui sont applieables sur une 
surface de revolution. 

10. Prenons encore Tcquation 

qui donne naissance a une equation aux derivees partielles du second 
degre. On pent, par un changement de variables et de fonction, la 
ramencr a 

qui donne lieu a Tequation aux derivees partielles 

.rpq H- yr/' — /)z=o. 

EUe admet I'integrale - = const. Mais proposons-nous de la ramener 
a la forme canonique. L'equation xpq -hyg- = o se decompose en 

7=zo, xp-hyq = o, 

dont les integrales sont ^(.r) et }( ^J* On pent prendre, pour detinir 
le changement de variables, 

d'oii 



X :^\, y = XY. 

/4nn, de I'Ec, Wormale. 3* Serie. Tome IX. — Novembre 189:1. 44 
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On a ici 

r.l y \ 






* — — V ' 



Ojc Ox 






H 

A ~ 


1 


I 
X' 


0\~ 


I 


nonique 


est (lone 










PQ- 


PlogX- 


Y 
X 



M=:Iofr\. 



Ellc admet I'integrale complete 

Z = Ci - \ -h \ logX -T- p log(\ -r- CXV). 

11. Considerons encore la relation 

iv{z — n) (z — i')'"=i consl., 

oil w, V, sv sont trois fonctions quelconques de x et j, et m un nombre 
quelconque. 

L'equation aux derivees partielles correspondante est 

d{u — r) (){i( — i') ()u ()v Oil Ok' 

Or ' Ox Or Ov Oy Ox 



f) O^v (/ 0\v 1 / Ov O^y Ov O^v 
sv Oy ir Or \v\Ox Ov Ov Or 

0(ii — (') 0{if — (') Ou Ov Oil Ov 

Ov Or if.r Ov Ov Ox 

ni : '— r-^^ ~ V — U, 

p Okv // Okv I / On (JiV Oil Osv \ 
ir Oy iv Ov \v\(Jx Or Oy Ox J 

C'est unc equation dii second degre, dans laquelle les tonnes vnp^ el 
<7^ disparaisscnt si Ton a a la fois 

0^\' / m -h I Oiii — v) I Osv\ 

Ov\ii— V Ov Kv Ov I 

0\v ^ m -T \ 0(ii~v} I Osv 
Ox\ti — V Or w Or! 
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c'cst-ji-(lirc 

\v{u — (•)'"♦->== const., 

a moins que cv no depende que de x ou do y, auquel cas le produil 
precedent, au lieu d'etre constant, doit ctre simplement une fonction 
de Tautre variable. 

Si Ton veut ramener Tequation a la forme canonique, on pourra 
d'abord faire le changement de fonction z = Z -j-^/, puis prendre les 
deux fonclions qui figurent encore dans Tequation comme variables 
nouvelles. 11 sufBra done de considerer Tequation 

yz(z — .r)"*= const. 

L'equation aux derivees partielles correspondante est 

L' integration de 

donne le changement de variables 

d'oii Ton tire 

on aura, en outre, 

J\ III III -+- s 
^ "'_ ..i-,« y-1- ^^!_ v-;.. -i \--T+i 

7, 'c - h^^^-^ '^'^"' ('" + ')' " ('« + .)• 

■'^ ^ <^7 ^j 

/>6' — cd bd — ae ( m — i ) .r 

a'c'^h- " '"' I7C' — />-' ~ (/;i-M)^j ' 

^' - J ^.* _. - _ ^^^-^ Y - '"'- ' \" '"-•■* 

(m-rl)- 

L'equation canonique est done 



(/;/-+-!)- '" ^(' \ \m ( m -f- 1 )^ '" \V Y'/"-! \'"-^3 
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Si I'on fait enfin le cliangcment dc variables 



2 2 



2(1 — m^) 2 (/// 4- I) 

on pourra donner a requation canonique la forme plus simple 
ou, en introduisant les variables X', Y', 



p/Q'— m. — \ 4 /_ p' 



I . 



L'invariant H s'annule pour m = i. Les equations appartenant a la 
categorie des equations geodesiques que Ton obtient ainsi se ramenent 
d'ailleurs a I'equation PQ = const. 

12. Prenons enfin I'equation 

(z — u)'^(z— r)J*(w — ir)Y = const., 

w, i*, tv etant trois fonctions de x et j, et a, p, y trois constantes don- 
nees. Cettc equation donne lieu a une equation aux derivees partielles 
du second degre, que Ton pent obtcnir rapidement de la facon sui- 
vante. En prenant les derivees partielles par rapport a a: et j, on ob- 
tient 

Ou ()v O^v 
OL H ji h y = o, 

3 — U Z — i' * Z — iV 

da d\- Oiv 

' Or ^ ()v <)y 

entre lesquclles il faut eliminer z. Designons par A, B, C les quantites 
proportionnelles a _ _ > _ __ , > , _ ^ > que Ton tire de ces deux equa- 
tions. On aura 

. o I () i^' — sy) 0(^' — \v) Or 0\v Oi' OmI 

les valeurs de B ct C se deduisant de celle de A par permutation. 
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En designant par p une quantite auxiliaire, on aura 
qui donnent, par Fclimination de z ct p, Tequation cherchee 
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A 


a 


I 


I 









i? 


1 


w 






I 






^—i 


iV 


I 


c 







: : O. 



En developpant le determinant, on ecrira Tequation sous cettc forme 



(10) 



1 



a(c — iv) 



()(v — (r) () [v — ir) (){' ()\v Ov div 

Or ()'i' Ox ()y ()y Or 



= 0, 



Ic signc^ indiquant qu'il faut ecrire, a la suite du terme ecrit, deux 

autres qui s'en deduisent par permutation des lettres w, v, w et a, p, y. 
On voit bicn que Tequation est du second degre. Si Ton veut ob- 
tenir Tequation canoniquc correspondantc, on fera un changement do 
fbnetion et de variables qui permettra de supposer 



u = o, 



i' r=i d?. 



iy = y. 



Nous poserons aussi, ce qui est evidemmcnt permis, 
L*equation generale se reduit a 

nxp'-\- [(/I -f-i)^ — (m -t- ^) y^pq — niyq-— nxp -f- inyq — o. 

Pour faire le changement de variables, il faut integrer Tequation 

nxp^-h [{n -\- i) X — {m -i- i) y] pr/ — myq^z=o, 

Cettc equation s'integre d'une fagon particulierement simple dans Ic 
cas oil a -f- p -f- Y = o, ou, si Ton veul, dans le cas de w = — (m h- i ). 
Elle se decompose alors dans les deux equations lineaires 

xp-\- yq =i:o, (m 4- i)p -+- w<7 = o. 
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On peul prendre alors, pour le changement de variables. 



A = — > I == m.r — ( /?i -h I ) V. 



On a maintenant 

J — -| m ( /w -+- I ) Jry ( .r — v ), 
h- — ac = { [ ffi^r — ( m -r r ) >]-, 



^=: 






el, en passant aux variables canoniques X, Y, 

^. „, (,„-f.,)XY(i — X) 

On a ensuite 

he — cr/ m{m -\- >.) .rr — m {m H- 1 \y- bd — ae _ {m- — i ) .rv — ni {m -h i ) ./ - 

h^—ac [m.v — {/n -^ i)y]- ' b- — ac [nijc — (/^'-f-0.*J" 

( ///' — \) y — m {m -^ 9.) X 

^;M _ il _ ;r-[(/7i'— t) v — mini -\- 9.).v'\ _ {in^—i)\ — m(m -r- 2) 
()\ ~ A~ [mx — {m-h i)yy ~ [m — (/;i -f- 1) \ J' 

- . _ in (y.m -\-i) -h 2(1 — m^)\ 

2{ni -j- i)[{ni -hi)\~— ni\' 

L'equalion canonique est done 

. ni(9.ni -r-^) -h n (i — ni"^ ) \ ni ( ni -f - 1 ) \ Y ( i — X ) 

^ ~~~" 2{ni'T- i) [{ni -{-i)\ — ni]' ~~[{ffi H-i) X — ffi]' 

Le coefficient de P ne depend que de la variable X; le terine inde- 
pendant est le produit d'une fonction de X par la variable Y. On peul 
iei faire un cbangement de la variable X, tel que ce dernier terme se 
reduiso a =b Y. ]Mais le coefficient de P prend alors une valeur com- 
pliquee qui depend des racines d'une equation du quatrieme degre. 
Le ealcul se simplifie beaucoup si Ton suppose que deux des trois ex- 
posants a, [3, y, dont la somme est nuUe, sont cgaux entre eux. Cela 
revient, avec les notations adoptees, aux hypotbeses ;;? = — ]; ou bien 
m — — 2. L'equation canonique prend alors une forme tres simple (jui 
est la meme dans ces deux cas. Par exemple, pour m = — *;, si Ton 
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fait Ic changement de variables 
on obtiendra I'equation canoniqiie 
13. Si, dans I'integralc 

z{z^ xY" {z —>•)-'«-> =: const., 

on effectue Ic changement de variables obtenu prccedemment 

X = — 1 Y = mx — ( //I H- I ) >•, 

on aura la relation 

r Y !'"[ XY "|-'«-» 

L m — {m -\- i)\] L /// — ( //i -T- I } \ J 

qui donnera lieu a une equation oil les tcrmes carres, par rapport aux 
derivees partielles, auront des coefficients nuls. 11 en sera encore de 
mcme, comme nous I'avons vu, si Ton prend pour definir le change- 
ment les formules 

(II) -i = 9 (X ), m,r - (m -f- I) V - .^ ( Y), 

contenant deux fonctions arbitraires 9 et '\f. 

Cette remarquc permet d'integrer un systeme d'equations simulta- 
nees aux derivees partielles qu'on obtient de la fagon suivante. Repor- 
tons-nous a Tequation (10), et exprimons que dans cette ecjuation les 
termes en p^ et en q^ ont des coefficients nuls. On aura, en posant 



le systeme 



r — ir =1 /, iV — 11=:^, ft — I' z= V, 



7/X f7X 'd\ 



^ ' ^ ^ m -J— — [ni -hi) -t- — '), 



<)A i)ix <h 



1 -f- l^ -^ V -^ (}, 
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Or on tire des formules (i i) 

m — (m-hJ)o(X) ^ m — (//* -4- i)o(X) 

Le systeme de valeurs o, or, y sera remplace, apres le changement de 
variables, par 



m — (//I -h I) 9(X)' m — (m h-i) 9(X) 

On aura, avcc deux fonctions arbitraires, les valeurs des fonctions X, 
[jt., V, qui satisfont au systeme (12) en prenant les differences de ces 
quantites, 

^^ ^(Y)['-9(X)] ^ 9(X) '| (Y) ,^__^11X1__, 

m — (m H- i) o(X)' ^ m — (/;i -h i) 9(X)' /// — (/w -i- i) 9 (\)' 

resultat qu'il est facile de verifier directement. 

14. II est clair qu'on pourra de memo integrer le systeme plus ge- 
neral 

c^X c^X d\ 

d\ d\ dY 

oil Ton nc suppose plus que la somme a h- p + y est nulle, si Ton sait 
Irouver le changement de variables qui fait disparaitre les carres des 
derivees partielles dans Tequation trouvee plus haut 

Les resultats sont alors moins simples; mais le problcme pent se re- 
soudre par des quadratures. On a, en effct, a integrer I'equation li- 
neaire 
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c'cst-a-(lirc I'equation homogenc 



V I y^ y 

, w -M — (m -+- 1 ) - =z i / (m-t- 1 )* "^ 4- (2 nin — 2 m — 2 « — 2) J- -+- (/i -+- 1 )* 
ay ^ ' ^ V .r* .r 

djT 2 n 

Kn posant, d'apres la methode ordinaire, 

^ =t, [,n -\- ly t* -h 2{mn — m — n — i)t -r-(n -^ i)-z=[{m -^ i)t -h Oy, 

on arrive a Tequation 

dx _^ (/w 4- 1)9'— - 2(/7m — m — n — 1^0 -\-{ni -+- i)(/i h- i)* 



X (0 — n — i)(& 4- ini -^ n ->r \)\^mn — m — n — 1 — (ni -\- \)0'\ 

ou encore 

/iH- 1 m -^ n n{m -¥- \) 



dO, 



dx m -H /^ -h 1 ni-^ n -\- I m 4- /* -h 1 



yri' 



X — n — I 4- 2 //« -h /I -h 1 nm — m — n — 1 — ( m 4- 1 ) y 

dont I'integrale est 



[{m -h 1)0 — mn -h m -\- n -h I ]'* 



3= const. 



En remplagant par sa valeur en ^> et faisant pour abreger 

X 

R = i /(m 4-i)'^ 4- 2{mn — m — /? — i)^ 4-(w 4- i)S 

le changement de variables est defini par les deux equations 

[Y ~|/I-t-l r y "I //J-f-rt 

R — (/W4- l) ■- — /I — I R— (/714-I)- 4-2m4-/i4-c 

( m 4- I ) R — ( /« 4- I )* ^ — nin 4- w 4- /' 4- 1 I 

J?'«-^''^M — R— (m4-l)^ —/I — I — R— (/7?4-l)- 4-2/7I4-/14-I 



— (m 4- I ) R — ( m 4- I )* — w/i 4- m 4- /i 4- 1 

//»». ^tf /'/;c. JVormale. 3' Serie. Tome IX. — Novembre 1892. -!•> 
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En divisant Ics deux equations I'une par I'aulre, on voit que ^ est 

defini en fonetion de ^ par une equation qui est algebrique si m et n 

sont commensurables. On achevera de determiner les anciennes va- 
riables en fonetion des nouvelles au moyen de I'une des equations 
precedentes, ou mieux avec {'equation obtenue en les multipliant 
entre elles, ce qui donne 

Un cas particulier simple est celui oil la somme de deux des trois 
exposants i, /w, n est nulle. Une des trois parentbeses se reduit a une 
constante dans les expressions de X et Y. Bornons-nous a I'hypotbese 
m — — I , /I = I . L'integrale z definie par 

ziz — y) 

-— - = const. 

satisfait alors a une equation du second degre on s. On a dans ce cas 



et si Ton cbange les variables X, Y en /jX^, 4 Y^ on trouvera pour le 
cbangemcnl de variables 

7^\Y, ^ = i(X-Y)«. 

La relation 

-[- _ ^(X 4_ Y)^]-'(g - XY):- const. 

donnera done naissance a une equation aux derivees partiellos, oil les 
tcrmes carres auront des coefticients nuls. Par suite, en designant par 
9 et I deux fonctions arbitraires, los valeurs 

X-^i[9(X)-^(Y)P-9(X)'|(Y), ^^9(X)'}(Y), vr— J[c;(X) -^(Y)p, 

ou, ce qui revient au memo, 

>.z=[9(X)-^(Y)]*, fX:--49(X)^(Y), Vr-r-.[cp(X) ^^(Y)P 
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seront les solutions du systemc d'equations simultanees 



A 


tx V 


d\ 


<)\ d\ 




U V 


<)\ 


dY dY 



comme on pent le verifier facilement. 

15. SI dans Tequation (lo) on suppose que w, v, w sont des fonctions 
lineaires 

on obtient Tequation 



(■■') 2^ 



Ci)p — {^\ — C\)^I -r /'1C2— ^jC, 



On voil que tous les coefficients de Tequation rendue enticre par rap- 
port a /> et y sont des fonctions lineaires de x et y. On pent reinplacer 
Tequation (i3) par une autre qui permet de reconnaitre plus facile- 
ment les equations dont une intcgrale complete est de la forme 

{z — iiY{z — r)?(-3 — n')^" const. 

La forme de Tequation (i3) montre que ces equations pourront etre 
representees par 

a(X,a:'-l-X,.>'-hX3) ?(fXi^4- fx^r -i-jO y (v, x +- v,r + v,) _ 

oil les exposants a, p, y ou plutot leurs rapports sont mis en evidence. 
Mais les constantes X, [x, v, p doivent satisfairc a certaines conditions 
que nous allons chercher, en identifiant cette derniere equation 
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avec (i3). On aura 

d — ai — iii, c — flr,=ifx,, Ca — rt,~fx„ 

CiflTj— c,a,=:p„ 

11 faut trouver les conditions que doivent rcmplir X, [x, ... pour 
que ces douze equations soient satisfaites par des valeurs convenables 
des neuf quantites a, b, c. 

Le premier groupe de conditions montre que Ton doit avoir 

IXi4-(l,4-V,r=0, 

On verifie immediatement que, en vertu de ces relations, les trois ex- 
pressions 

sont identiques; nous designerons par D leur valeur commune. 
Tirons des premieres equations 

c, = 6r, -h fx,, c,=: ^,4- fx„ 

et substituons dans les trois dernieres. On aura 

F|Vi— V,fX,-ha,(fX,-hVj)— a2(fAi-HV,)zrp„ 
— a,fXj-haifx, = Pj, 

et en ajoutant ces trois equations 

(i6) p,-hpj-+-p,= D. 

Les conditions (i5) et (i6) sont d'ailleurs suffisantes, comme on le 
voit en calculant a, 6, c. On trouvera sans difficulte, en tenant compte 



SUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE, ETC. '157 

des equations de condition 

«t- 5 ' «i- Y) ' 

6,- i3 » ^- 5 > 

^_Ptf^i-p«^i Pif^i— pi>-i 

Quanta a^, b^,c^, on voit que a, pent etre pris arbitrairement; onpeut 
parexemplc le supposer nul, et determiner h^ et c^ par les relations 
b^ = — V3, ^3=: [JI3. Cette indetermination tient a ce qu'il est indiffe- 
rent dans la question de remplacer z par z h- const. 

fiquations admettant une int^grale du premier degr^. 

16. Ecrivons maintenant Tequation canonique avec de petites lettres 

pq = op 4- b, 

et cherchons a determiner les fonctions a et 6 de facjon que cette equa- 
tion adinelte I'integrale du premier degre 

ap-h ^f] -h y const., 

a, p, Y etant des fonctions de x et y. Si I'on suppose que I'on fasse 
passer tons les termes de I'equation donnee dans le premier membre, 
et si Ton designe par /et 9 les deux premiers membres des equations 
precedentes, on sait que Ton doit avoir, pour toutes les valeurs qui 
satisfont a la premiere equation, 

dp dx Ox Op dq dy dy dq 

ce qui donne ici 

J doL 0^ dy\ (da db\ 



^pypTy-^ 






Si Ton remplace dans cette equation q par la valeur an — j Tequa- 
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lion obtenue devra etre idcntiquement nulle en x^ y, p. Or le tenne en 
q- donne un terme en -, qui ne pent se reduire avec aucun autre; on 

aura done -p = o. On aura do memc ^ = o, en egalant a zero le coefti- 
cient du tcrine en p^. En operant un changement de variables tel que 

on pent supposer que les fonctions a et p, si aucune d'clles n'est nulle, 
ont ete ramenees a etre I'unite. La condition precedente se reduit a 



done 



b ()y db ()b /da da dy\ 

p Ox dx dy ^ \()x dy Oy ) ~~ ' 



^7 __ ^^ ^^ _ ^^ ^^ ^y __ 

dx ~~ ' dx ^y ~~ * dx dy dy ~~ ' 



ee qui donne 

y — Y, b=z/(y — x), a = (^(y-^x)-\, 

Y etant une function de y. Nous avons vu deja qu'un changement de 
fonction permet de faire abstraction de la fonction Y dans a. D'ailleurs* 
si on la conserve, I'equation devra admeltro Tintegrale 

/? -t- 7 -H Y - - const. 

RemplaQant q par sa valeur dans Tequation proposec, on a 

/>* -^ [?( J - ^) - t:]/> 4-/(7 - j:) - o, 

et Ton obtient ainsi 

rlz = ^(dx^dy)-^\o{y-x)(dy-^dx)::^s/(^^Cy-ij(dy--dx^ 

Le second membre est visiblenicnt une dilTerentielle exacle, et Ton 
aura ainsi une integrale complete. 

Parmi les changements de variables qu'on pent faire subir a Tequa- 
tion 

P^/ - o{y --x)p--/{y -x)—o, 
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on peut remarquer le suivant : x' =e*^y= e? , qui transforme I'equa- 
tion en cellc-ci 

''v-^;9(iogj;)-,^-,/(iogj')=o. 

que Ton peut aussi ecrire 

Si Ton suppose p = o, on verra que a est une fonction de x que nous 
pouvons regarder comme etant reduite a i'unite. On trouvera alors 

en negligeant dans a une fonction de y additive. On saura done trouver 
une integrale du premier degre pour Tequation 

L'hypothese a ~ o donne y = Y, i ~ X, a — X, — Y, el, comme on 
peut negligcr la fonction Y dans a, Tequation ne contient plus v et 
admet I'integrale evidente q = const. 

Recherche de quelques int^grales du second degr^. 

17. Considerons une integrale de la forme 

a/>*-h (37*-+- yp~\- dq -h B — const., 

a, p, . . ., £ etant des fonctions de x et y. II est inutile de mettre un 
terme en pq; car, en se servant de Tequation proposee, ce terme nc 
ferait que modifier ceux du premier degre. La condition deja employee 
donne ici 



) 



I , J ,dx , fJ3 dy «W ds\ , J da Ob \ 

Kn rempla(:ant q par an — > et egalant a zero les coefficients de p^ 
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el \y on trouve encore ~ = o, -^= o, el I'on pent supposer que 

a = I, p = I, si aucune d'elles n'est nulle. On trouve alors des equa- 
tions simultanees en nombre egal a celui dos fonctions a determiner; 
mais la recherche des integrates parait difficile dans le cas general. 

Si Ton particularise Tintegrale en supposant que quelques-uns des 
coefficients a, [3, ... sont nuls, on peut remarquer que I'hypothese 
Y = o, a et p etant supposes differents de zero, conduit a des equations 
appartenant a la categoric des geodesiques. Car, ayant fait a = i , P = i , 

il n'y a qu'un seul terme en p^ qui donne la condition -j- = o. a etant 

une fonction de j, nous savons que I'equation proposee peut etre re- 
duite k pq = b. 

Cherchons s'il peut exister des integrates de la forme 

«/>* -^yp -^£ = const. 
La condition (17) donne 

l^f ,d(x dy de\ , J Oa dh\ 



Les coefficients des termes en - et en p' donnent 3- = ^>» j- ~ ^>- 

p ^ ox ay 

On peut par un changement de variables ramener la fonction a a etre 
Tunite, mais non la fonction e = Y. En egalant a zero dans I'equation 
prccedente les differentcs puissances de p^ on aura 

« 

. dy db __ 

dx ' dx 

da db ,,, 

da dy 
dx dy 

La premiere equation donne Yi = Y<, en designant par Y, une nou- 
velle fonction de y. En remplaeant y par sa valeur, on obtient les deux 
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equations 

da __ __^_, X! 
dx~ Y, Yi' 

Y ^ 
<}a Y; *c^7 



En eliniinant -p> on aura, pour determiner la fonction b, Tequation 
Les equations des caracteristiquos 



dx 


dy db 


4^» 


V v 



permettent de trouver deux integrates sous forme finie. Les deux 
derniers rapports donnent entre h et v une equation de Bernoulli don( 



rintegrale est 



Y- 



b^^ 



4YH-C 



Les deux premiers rapports, quand on rcmplace b par sa valeur en v, 
donnent la quadrature 

(4Y + Cr 

On pourra done, pour des fonctions determinees Y el Y,, trouver I'in- 
tegrale generale de I'equation aux derivees partielles qui donne b. 
Si Ton suppose que Y« est la derivee de Y, les integrates seront 

Y'- ss 

-** ^^^ (4Y-hC)* 

et la fonction b sera definie par I'equation 

^nn. etc l'£c. Connate. 3* S^rie. Tome IX. — D£cembbe iS^i ^G 
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18. On pout se proposer de trouver les integrales de la forme 

^7*-!- 57 + 6=: const. 

Si Ton remplace q par a-h -» on voit que cela rovient a trouver les 
intefi;rales dc la forme 

+ ^ -h e = const . 



/>» p 
L'equation (17) oil Ton a elimine q donne 

/>\/>* Ox p fir dx ) \/>' p^Jy dx drj 

f \ dot. I dy dz \ _ 

Le lerme du premier degre en p et celui qui est independanl de p 
donnent j^ — o, — = o. On pent, par un changement de variables, 
supposer 7=1. Soil alors £ = X. On aura en outre les conditions 

, Ox db 

b- 9. a -p- = o, 

ax Ox 

da Ob 
ox ox 

, ... da ()(x 

b\' r \- —O, 

OX oy 

La premiere donne a =: ^n^ Y' designant la derivee d*une fonclion Y 
de y. En substituant cette valeur de a, on obtient les deux equations 

7.b — 

, .. , da ^ dv a^'Y" 

L'elirnination de -^ donne pour determiner h Tequalion 

Y'^^ ^!^\'b^'^ -!^\"b''—2\'rH>\ 
ox dy 
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Les equations des caracteristiques 

(Lv dy db 

ne permettcnt pas on general de trouver d'integrales. Mais, si Ton 
suppose que \' = o, c'est-a-dire que Ton cherche des integrales de la 



forme -^ -4- - — const., les deux derniers rapports donnent Tintegrale 



a y 

P^ P 

h = CY', et les deux premiers Tintegrale 

4C'(a:-hC,) — Y. 
La fonction b salisfera done a Tequation 

YY'= 



YY:_'_,._F/r 



Cas ou les termes du second degr6 ferment un carr^ parfait. 

19. Nous avons vu que la reduction effectuee surTequation generate 
supposait h^ — ac diflerent de zero. Lorsque b^ — ac= o, Tequation 
pent s'ecrire 

Faisons un changeinent de variables X = $(a:, j), Y =:^\x,y), 
ce qui donne 

On pent faire en sorte que les nouveaux termes du second degre ne 
contiennent plus que lecarre de P, en prenant pour^" une solution de 
Tequation 

ujc ay 

On pourra ensuite faire disparaitre le terme en P, en prenant pour 4> 
une solution de Tequation 

d- he-r— =0. 

ox ay 
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L'e(|Uatio[ 



niTiid iiliirs la rnrmR rediiitc- 



On voit mainlenant qu'un changement de fonction ne |iermet plus 
de simptifler cetle equation. Mais, si Ton suppose qu avanl d'elTfctucr 
le changement de variables on ait pose = = Z -i- T. oil T est une solu- 
tion particuliere dc I'equalion proposee, on fera disparaiire le terme 
independant des derivees partielles, et les changemeiits de variables 
ne le feront pas apparaitre. II est done possible de reduire I'equaeion 
generale a la forme P" — XQ = o. 

On ne pent plus regardcr celte equation conime canonique. La fonc- 
tion X dependra de la solution parliculiere qu'on a clioisir puur f'aire 
disparaitre le dernier terme; le ehangement de variables, qui fait in- 
tervenir les termes du premier degre, dependra lui-memc dii choix de 
I'integrale particitliere, et comme on se trouve dans ritiipossibilit^ 
d'avoir I'expression explicite des intef^rales d'une equation aux derivees 
partielles, les equations qui se deduisenl d'une equation donnee, 
meme Ires simple, dc la forme p' — Xy — n, pourront avoir la rneme 
forme avec des valeurs de X tout a fait difTerentes. 

Nous pouvons nousrendre compte de ce fait, en prenanl une equa- 
tion determinee de la forme p" — 'Kq = o et en cliercbant les trans- 
formees de la meme forme qu'on pent en deduire par un ehangemenl 
de variables et de fonction. Posons = = 3, -i- /, / satisfaisant a I'equa- 



on aura, en supprimani 



t les indices des riouvelies derivees partielles. 



I equation 



Faisons maintenant le changement de variables ^■ = 9(-«,^). 
y, = '^(x,y). Si Ton veut que I'equation conserve la meme forme, il 
fautevidemment que ?^ soil nul, on que t]- soit une fonction Y dey. 
II faudra ensuite 
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pour que le tcrme on p^ de la nouvelle equation disparaisse. Moyennant 
ces conditions, i'equation sera 



djc' 



mais on voit que la fonclion 9 depend de Tintegration de Tequation 

(18), oil figure -y- dont on n'a pas ['expression explicite. 

Nous nous bornerons a cliercher toutes les equations de la fornit* 
p' — Ay = o, qui peuvent etre ramenees, par un cliangement des va- 
riables et de la fonction, a Tequation a coefficients constants/?^ — q=o. 

20. Inequation p' — q o admet evideminent Tintegrale 

Si Ton fait un eliangement de variables et de fonction, Tequation 
transforniee admettra toujours une integrate de la meme forme par 
rapport a la constante C 

et reciproquement, conime on pent toujours ramener cette seconde 
integrate a la premiere, on voit que toute equation qui admel une 
integrate de la formic (19) pourra etre transformee, par un changenient 
de variables et de fonction, en Tequation/?- — y = o. 

Pour resoudre la question, nous allons former Tequation aux de- 
rivees partielles qui correspond a Tequation fi;)) et cbercber directe- 
ment ce que doivent etre les fonctions a, ^, ir, pour que cette equation 
ail la forme/?- — \q ■---■- o. 

On forme facilement Tequation aux derivees partielles en question, 
qui resulte de Telimination de C entre les deux premieres derivees de 
Tequation (19). Elle est 

V '()./• ' Or Ox dv dv Oj- ) 

~ \dx dv dy dx ) y dx ^"dy dx dy '^ dv dx ) 
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Pour qu'clle ait la forme /?^ — Xy = o, il faut d'abord que — = o, 
ou if = Y. I/equalion precedente se reduit a 

\' i {— — — Y'— ^ ^^'* \'^I^ ^^' (^" ^* du {W\ 

\djc (ly dx } ' dx^^ dx- dx \dx dy dy dx ) 

On aura done, pour determiner les functions u et ^, les deux equa- 
tions 

Ou _ 1 dv dv du / dv\^ du di' dv v'/^^"^* 

()x ~ r^Y' Ox Oy^ dy \OxJ ~ Ox Ox Oy \OxJ 

La seconde equation donne, en tenant compte de la premiere, 

Oy- !,T\Oy)' 

Kliminanl la fonction //, ot designant pour un instant par/>,y, r, 5, / 
los derivees partiellcs de la fonction i', on aura pour determiner i\ apres 
suppression de la solution /> = o, qui ne donne aucun resultat, I'equa- 
tion du second ordrc 

qui donne q = W\ X etant une fonction arbitraire de r, et par suite 

i' = XY-hX,. 
L'equation est done 

, ^ , (X'Y4-x;r 

(20) P—- yl ~^=0, 

On aura // au moyen des relations 

^ = - (X'Y -h x;), ^ := ;x» v, 

Ox 2 Ov 

ce qui donne, a une constante pres, 

Connaissant les valeurs de a, v, w en fonction dea: etj, nous voyons 
que les changements de fonction et de variables definis par les for- 
mules suivantes 

z,=zz,-hl\^\-h iy XX; dx, X, - XY 4- \u y'l ^ V 
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changent Tintegrale (19) en :;, = Ca, -h C^ v,. L'equation (20) est 
celle que nous voulions obtenir. Elle se Iransforme, au moyen des for- 
mules precedenles, en l'equation p] — q^ = o. 

21. Proposons-nous (retudier de la meme faeon les equations aux 
derivees parlielles qui admettent une integrale de la forme 



Wf-h Ci'i 



Cetant une constante arbitraire, et m, v, //,, r, des fonctions de .r et r. 

En faisant C = o et C = x>, on voit que — et — doivent etre deux solu- 

tions particulieres. 

Designons actuellement par u et v ces deux solutions, et par une 

fonetion quelconque de .r et y. On pourra ecrire Tintegrale sous cette 

forme 

_ bu-Y-Cv 

^- 64-C ' 

En eliminant C entre les deux equations qui fournissent les derivees 
du premier ordre, on trouve Tequation aux derivees partielles sui- 
vante 

oil Ton a pose 

~ <^j L^/ ^-^ ^^ ^y J 

^ d(u — K^) Vd^ d(u — v) _ de_ J(// — r) I 
dv \dy dr dx Or 

~' dx Ydx ()y dy da \ 

Ox yOx dy dy Ox y 

ir-(u — v)(— — — ^i ^\(^ ^^^^1}L\ 
~^ \0x Oy Oy Ox )\ dy Ox Ox Oy ) 

e(— — ^^ ^\ \— ^^(" — ^') _ ^ d{u — i') '\ 

\ dx dy dy dx J [^ dy dx dx Oy J 
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Chferchons ce que doivent eire les fonctions w, f', w pour que Tequa- 
lion prenne la forme p^—\q = o. On voit d'abord que 6 doit etre une 
fonction de y que nous designerons par Y. L'equation devient 

L (>j" J dx dx Ox \dx dy dy dx) 

On aura done, pour determiner u et ^, les deux equations 

dx dx dy 

<>j? (^j7 ()j'." \dx dv dy dx ) 

Introduisons, au lieu de u et i', les deux fonctions a — i? = a, 
/^ -h ^ = p, et remarquons que I'on a identiquement 

du di' di* du _ I Vd(u — \) ()(//-f-r) d{u->t-v) c^(w— r)| 
dx dy dx (^K ~~ ^ L ^^' ^/ ^^' ^7 J 

a et j3 seront alors determines par les deux equations 



r)u: ().r dy 


= o, 


Ht-zy 


^^doL /dec d^ d? dOL\ 
dx \dx dy dx dy ) ~" 


qui donnent 




(}a doL 


doL" 


d^ Y {}cr d'^ 

dx T OL ' 


d?^ I Y dv^ I Y' 
dy 2 Y' a ^ Y ^* 



Kliminant la fonction ft et designant par /?, y, r, 5, ^ les derivees 
partielles de la fonction a, cette fonction devra satisfaire a Tequation 

Y I Y , I Y' YY'-Y'« 

(2 1) - Y^«^-^-- Y"'^ 2 Y "^ r^ — ^7 = 0, 
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on suppriniiml la solution p = o, qui donnorait pour a vi ^ et, par 
suite, pour u et i^ de simples fonctions de y, en sorle c|ue z ne ron- 
tiendrait pas x. 

Pour intej^rer Tequation (21), commoncons par un cas parliculier, 
la fonetion Y elant determinee de I'ac^on a fairc* disparaitre le ternn' 
en 0L{/. II sufiira de prendre Y=:r'; I'equation a inlej^rer se reduit 
alors a 

( 'i:>. ) //* -I- a- — 2 a / =: (). 

La nietliode des caracteristiques, appliquec^ a cette e<|uati()n, fburnit 
rarilement Tinlegrale inlerniediaire 

fj' — a-= \ a, 

X etant une fonction arbitraire d(* .r. (]etle derniere equation s'intej^re 
iinmediatement par des quadratures. Fin I'ecrivant 






v/( 



•X } l 



^ = I, 



on ohtient rintej^rah^ 



oil X, designe une nouvelle fonction arhitraire d(^ r. Ainsi, dans le eas 
partieulier examine, Tequation que nous cherchions est 



( ^ - V 



-h 7 =1 o, 



a etant defini par I'expression precedente. 

On remarquera ensuite que si dans I'equation (21) on fait le chan- 
gement de variables x^ = /r, Vi = logY, on obtient pour Iransformee 
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Tequation 

g] 4- a' — 2a/, = o, 

qui est piecisemont I'equation (22). I/integrale chercliee est done 
Si I'on pose e^' r-r U, on aura 



1 ^ ... 
4 



«=-^(YU-i)', 



II en resulte 



Ij^ --_ I ^^^/ [(U^V-^ X L'U')Y -t- XL''- UX'], 



d'oii 



(— y 



Y ' ^ " Y ' ( A " i' "^ 1 1 



Si nous comparons cette expression, oil U, X sont des fonclions ar- 
bilraires de a; et Y une fonction arbitraire de v, avec celle qui a ete 

ohtenue dans le numero precedent-^ v~~^ ' "^"^ voyons qu'il n'v 

a aucune difference entre elles. 

On pent s'en rendre compte a priori. On reinarque qu'un chanf^e- 
nient de fonction et de variables ne cbange pas la forme sous laquelle 
entre la constante dans les integrates 

., (f -^ (U- 

(23) z — —TT-y 

Si une equation telle que /r — A(/ = o admel Tune ou I'autre de res 
deux integrates, elle admettra une integrate de meme forme, apres 
qu'on lui aura fait subir un changement quelconque de fonction et de 
variables, et, en particulier, apresun cbangement lei qu'elle repreiine 
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la forme/?'— u.q= o. Pourjnstifier ridentitedes resuUats precedents, 
il siiffit done de montrer que recinalion partieuliere p^ — r/ =-. o, qui 
adm(»t, comme nous Tavons vu, un(» inleji^rale de la forme (2^1), admel 
aussi unc intef?ral(» de la forme ( 'I'i). Remarquons maintenant que, par 
nn ehangemenl de fonction, on pcMit toujours fain^ disparaitre la ron- 
stanle du numerateur de Texpression (23); or, si dans la fraction 

TT-7 on fait a = — \y, u^ = a*', r, = /|, on trouve elfectivement une 

inte}(rale avec une constante arhitraire de re(|uation/>'— (/ — o. 

Int^grales du premier degr^. 

22. Clierchons s'il est possible de determiner la fonction A de facon 
que requation/?*-* — Xy = o admette une integrale de la forme 

a/? -+- (iy — const., 

a et 3 etant des fonctions convenablcment choisies de x et r. La con- 
dition deja employee plusieurs fois donne ici 

ou, en remplacant q par4-> 

9\ 









()x 

[/equation devant etre maintenant idenlique en />, on aura y; = o, 

-^ = o; a etant une fonction de r, et ^ une fonction de y, on pent les 

supposerreduitestoutes deuxaTunite, siaucune d'elles n'est supposee 
nulle, par un changement de variables tel que .r'= ri(x), v' = ^i'(j)» 
qui ne cliange pas la forme de Tequation proposee. Dans ces conditions, 

la nouvelle fonction X doit satisfaire a I'cquation — 4- -r-^ = <>, et Ton 

aura X = ¥(y — x). 
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II serait intercssant d'obteiiir Ics equationi> qui admcttent une inte- 
grale du premier degre de la forme 

a/; -f- (3<7 -+- y = const. 

La forme du premier membre n'etant pas alteree par un changeinent 
de fonction et de variables, les equations de la forme p^ — \q = <> qui 
jouissent de cette propriete seraient toutes des transformees de Tune 
d'elles; mais la question conduit a une ecjuation aux derivees par- 
tielles du second ordre qui ne semble pas pouvoir s'integrer. La con- 
dition a remplir est alors 

(}»• V Or ()y/ \ Or Oy A Or A Or f ' A O.r ' 

II faut done one Ton ait -.— = o, -J = o. La fonction 3 P^*ut encore 

' O^r Or "^ ' 

(Hre reduite a Tunite par un cbangement de variabl(*s, mais non la 
fonclion y que nous designerons par X. Les deux fonctions a (»t A sunt 
alors determinees par les deux equations 

,,, . Ox 
'}. \ — A - ^ o, 
Oy 

Ot. ol O^K I 01 
Or A Ox A Oy 

Substiluant, dans la seconde CMjualion, la valeur de \ tiree de la pre- 
miere, on obtienl, en desifjnanl par p, q, r, s, t les derivees partielirs 
(le la fonction a, Tequation 

\ 

I -\- OLS — '>.p(i — -^ y a ^^ (>. 

La nalure de la fonction X n'apporte pas de difficulte a Tintegration : 
rar si I'on fait, dans Tequation precedent!*, I(» cliangement de fonclion 
et de variables defini paries relations 
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Tequation se transformc en celle-ci 

On Irouvefacilement losintegralesdc cotte equation qni sont la somin(» 
on le produit d'unc fonction do a\ par une fonction de j,. Mais on voit 
aisement quo, dans cos doiix cas, la valour de la fonction A est lo pro- 
duit d'uno fonction do .I'l par une fonction do y,. Los equations cor- 
rospondantos ont alors la fornio 



qui dorivont d'unc^ fai^on 6vidont(» d'une ocjuation do memo fornio ii 
coorticients constants. 

II en rosulte quo Tequation />- — r/ = o a uno intof^ralo du proniior 
doj^re, et c'est d'aillours co qui rosultait de la rochorcho do Tintogralo 
(juand Y = (); nous avons trouve pour X une fonction do v — .r qui 
pout, comme cas particulior, so reduiro a Tunito. Toutos les equations 
otudieesdans les deux numeros precedents et qui sont les transfornioos 
de/?^ "~" 7 = ^^ admettront done aussi des intej^rales du premier degro; 
on pout constater, en elfot, qu'ellos correspondent a une intograle par- 
ticuliere de Tequation aux derivees partielles (25). 

Faisons dans cotte equation :;, = — ; elle se transformo on colle-ci 

Los e([uations dos caracteristiques mottent on evidence une comhi- 
naison intograhio, et Ton en conclut la solution 



oil /(.r) est une fonction quelconque do .r, el (] uiio constante arhi- 
traire. La fonction a = ^z s^''«* ^1^'*^*^ 

a =1 



\'[(2u-^c)f{jr)-y] 
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La fonetion A, qui ost !e quotient cle 2X' par y^> aura la forme 

( X,/-f-\.,)^. Si Ton rotahlit le dian^emcnt de variable v'= {\(y) qui 
a |)(M'inis (le sui)|)(»s(»r ^ = i dans rinte}2:i*ale ocp 4- ^r/ -1- y = const., on 
reloinbera sur la forme jijenerale trouvee pour A, quand Tequation se 
ramene a une autre de nieme forme a coefficients constants. 



SUR LE 



DEPLACEMEINT DE L'EQUILIBRE, 



Par p. DUHEM 



La loi du deplacement do requilihro avoc la teniperaluro a etr 
rnoncee (mi i884 par M. J.-H. Van niolT; la loi du deplareinont do Vv- 
([uilibre avec la pression a ete enonceo la inernc* annoe par M, II. L(* 
(lihatelier; j'ai donne de cos deux lois une demonstration fondee sur 
les principes de la Thermodynamique (*); je me propose aujourd'hui 
d'enoncer et de demontrer une generalisation de la seconde. 

Imaginons un systeme defini par sa temperature absolue T et un 
certain nombre de parametres independants a, p, ..., X. (]e systems 
est soumis a certaines forces exterieures. Dans une modification iso- 
thermique virtuelle oil les parametres a, ^ X subissent des varia- 
tions oa, 0^, . .. , SX, ces forces effectuent un travail 

Sous I'action des forces A, B, . .. , L, le systeme prend un etat d'equi- 
libre defini par les valeurs a, ^, ..., A des parametres independants, 
la temperature T etant supposee donnee. Ces valeurs a, ^, ..., Xqui 
conviennent a Tequilibre sont det(M*minees de la njaniere suivante : 
Soit rf (a, ^, . . . , X, T) le potentiel thermodynamique interne du sys- 



( ' ) P. Dliikm, Sur Ic deplacement dc L'e([tiiUhrc {Jnnalcs de Ui FacuUe des Sciences 
de Toulouse, I. IV, N.). 
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tome; nous aurons, dans I'etat d'equilibro. 



(0 {^(3-"' 






Ces equations (i), resolucs par rapport a a, [3 A, donneront les 

valours de ces parametres qui correspondent a Tequilibre. 

Laissons a la temperature la valeur T et donnons aux forces exto- 
rieures les nouvelles valeurs A H-rfA, B-i-r/B, . . ., L-f-rfL. Le systeme 
prendra un nouvel etat d'equilibre defini par des valeurs a + rfa, 
j3 -h r/^, ., ,,'k-h (fk des parametres a, j3, . . . , X. 

Les egalites (i), differentiees, nous donneront 

f>»J . OKi .^ d-ff ^ ,, 



Muhiplions la premiere de ces egalites par doL, la seconde par r/^, . . . , 
la derniere parr/X, et ajoutons membre a nijmbre les resultats ol)h»- 
nus. Nous trouvons 

( = ^A^a -f- d\\ d'^ H-. . .-}- rfL^.. 
Dans cette equation, on doit attribuer au symbole 



^■ko^y'^^'^' 



la sij^mitication suivante : 
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On consiclere toutes les valeurs, distinctes les unes des autres, do 
la quantite 

que Ton pcut obtenir en remplacant ui et v par deux lettrcs. differentes 
Tune de Tautrc, prises dans rensemble a, p, ..., X, et I'on fait la 
somme de toutes ces valeurs distinctes. 

Proposons-nous de determiner le signe du premier membre de I'e- 
quation (2). 

Soumis aux forces consianies A, B, . .. • L, le systeme admet un po- 
tentiel thermodynamique total 

4>(a, (3, ..., X, T) = F(a, (3, ..., >, T) — (Aa -+- B(3 -h. . .-+- LX). 

Si, laissant la temperature constante, on fait subir aux variables a, 
^, ..., X, des accroissements arbitraires oa, o^, ..., oX, ce potentiel 
subit un accroissement 

/ 34>(a, p, ...,X, T) 

Pour que le systeme soit en equilibre stable sous Taction des forces 
constantes A, B, . . . , L, il suflit que 4> soit minimum. 

Pour que ^ soit minimum, il faut et il suflit : 

T" Que Tensemble des termes du premier degre en Sa, S^, ..., 6A, 
au second membre de I'egalite (3), soit egal a zero, ce qui redonne les 
egalites (i); 

2" Que Tensemble des termes du second degre soit essentiellement 
positif. 

La quantite 

est done positive, quelles que soient les valeurs prises par les quan- 

An/i. lie l*Kc. /\'orma/e. 3« Serie. Tome IX. — D£ckmbrr iHy-i. ^S 
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lites oa, op SX, pourvu quo cps valeurs ne soient pas toutes 

egales a o. Cette quantite sera en particuHer positive si I'on fait 

L'egalite (2) nous monlre alors que Ton a 
(4) t/Arfa-t-rfBrfp -i-...4-rfLrf?>>o. 

'. auqu 



?l nous voulions 



Celte inegalile exprinie le theoreine general 
parvenir ct que nous enonccrons ainsi : 

Un syst^me est en equilibre stable, a une temperature donnee, sout 
faction de certaines forces exlerie.ures ; a ces forces exlerieures. on ajoute 
de nouvelles forces infiniment petites, la temperature demeurant la mfme: 
requilibre primil if est trouble, et un nouvel elat d'equilibre s'etablil; (e 
travail effeclue dans le passage de iancien elat d'equiUbre au nom-eau 
par les forces perturbatrices est toujours posilif 

II est aise dc reconnaitre que ce tlieori?me general renft'inie coriime 
cas particulior la proposition cle M. H. Le Cbalelier : 

Imaginons un sysleine en equilibre sous Taction d'uni' pression 
exterieure normale et uniforme. Donnons Ji cette pression un accpois- 
aement inliniment petit. L'equilibre pi-imitif est trouble; un nouvel 
etal d'equilibre s'el^blit. Dans le passage de runcien elat d'equiiibre 
au nouveau, la pression additionnetle doit elTectuer un travail positif; 
ce passage est done aeoonipagne d'unc diminution de volume. 

Le theoi'eme precedent prend une forme interessante dans le cas, 
qui se rencontre frequemment dans I'etude de I'elasticile, ou I'etat 
d'equilibre primilif est Ve'tat nalurcl, c'esl-ii-dire Petat oil le corps est 
souslraita toute force exterieure. II nous fournit alors la proposition 
suivantc : 

Lorsqae des forces itnpriinent une deformation quelconque a un corps 
elastique, aparlir d'un etat nalurcl suppose stable, le travail rjffectue par 
ces forces est certainement posilif . 
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Dans uncNote precedents j'ai traite an probleme relatif a la defor- 
mation des cristaux (*), probleme qui a d'interessantes relations avec 
la tbeorle du deplacoment de requilibre. Les developpements que j'ai 
exposes reposaientsur I'emploi de certaines eji^alites donnees dans mes 
Legons sur I'Eleciricitc et le Magnetisme |t. II, p. 472, egalites (12)]. 
Or ces egalites sont alVectecs d'une faute de signc, comme on le recon- 
nait aisement en les comparant aux egalites d'oii elles sont deduites 
\loc. cit., p. /171, egalites (i i)|. Les resultats que j'ai obtenus doivent 
done tous etre changes dc signe, ce qui fait disparaitre le desaecord 
qu'ils presentaient avec ceux de M. Lippmann et de M. Pockels. Je 
remercic M. F. Pockels d'avoir bien voulu me signaler cette inexac- 
titude. 
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INTRODUCTION. 

I.es (linV*n>nt(*s formes i)nal\ti(|U('s (|U(^ Ton ;) appris p<Mi ii poii l\ 
(loiiner aux fonetions out ac([uis niie importance* toujours plus ;^ran(iis 
ii niosun* ([iron Irs a nn'onnin^s capahlcs do meltiT en evi(i(»nc(» (li»s 
proprieles nouvelles. C'(*sl ainsi (pie l(»s series enlii'res primitivement 
coosi(iere(»s (!omine de simples lormules (rappr(»ximalion son! (h»V(Mui(»s 
la base de retucle des poinis singuliers, ainsi tMirori? (ju'on a Ironve 
dans les prodnits de farlenrs lineain^s, (]ni ne semhlaienl propres ((n*a 
nieltre en evidence les zeros des fonctiiMis, un moven de faire n^ssorlir 
la periodicile; (*t d(» mem(» pour les series de fractions simples, les 
series tri^onometri<|ues, les inlej^rales definies, etc. 

II (jst cep(*n(lant un(» forme analyticjue <(ui semhie etn» reslec* en d(*- 
hors d(» ce progres, (*elle de fraction continue. II y a plus d'un sii^cle 
(|u'Kuler a donne le premier exemple du developpement d'une function 
en fraction conlinue, plus d^un sieele aussi que Laj^range a elahli, sur 
des exemples particuliers, la propriete fondamentale des reduiles; ct 
l)ien que la question de la conv(M*genco ait du infailliblement se poser 
a Gauss comme a Jacohi, il a fallu attendre jus(|u*a Hiemann pour en 
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avoir le premier exemple. Le cas de la fraction lie Gauss qu'il a traile, 
comnic les lieaux rev^ullals acquis recemment par Halpben, ilonnent les 
spuls exemplos oiitenii.s jusqu'ici de fractions continues algebriques 
pcpresenlani des fonctions uniformes affectees de coupures. On ne 
saurait ilire ([iriis constituent une theoric (les fractions continues al- 
t,'ebriques comme il exisle une tlieorie dps series entiercs; peut-etre. 
pour en apercevnir I'oriyinc, fallail-il prendre les clioses de beaucoup 
pins terre ii terrc que ne lo pouvaient fairc ces iiluslres maitres. 

Bien loin, i-n on't'I, d'en eire dejii a reclierclier quelles sonl Irs pro- 
prietes analytiques que pcut niettre en evidence le developpoment en 
fraction continue d'unc fonction, il nous parait que cello expression. 
ledeveloppeme.nl eii/mclian cunlinue d'une fimctivn, ne laisse pas qu« 
d'etre reslee jusqu'ici fort oliscure. 

Les fractions continues, tout comme les series, se divisent en deux 
grundes categories suiviinl que les elements sont des eonsfantes ou 
qu'ilssunt des fonctions d'une ou dc plusieut-s variables; ces demicres 
seuli'S duivent etre comprises sous le nom de fractions continues eU- 
gehriqttes. Piirmi les series dont les ternies sonl des fonctions d'une 
varialde, Ics series proeedant suivant les puissnuces entiereset posi- 
tives de eetto variable forment un ^roupe tres special, quoique Ic plus 
important el le premier etudie, elcelto expression le developpement en 
serie enliere d' unr function a, comme on le demonlre, un sens parfaile- 
mcnt precis. Or quand, sortant des exemples purticulicrs, on se pro- 
pose d'etudier en (general les fractions continues algebriqucs. on 
eprouve quelquc emiiarrss pour lixer Ic groupc de fractions continues 
que Ton veut considerei'; les exemples dc developpomeni que Ton 
connait, en nonibre restreinl pour chaqiie fonction ct dilft^rent d'une 
fonction ii I'auti'c, presentent une telle divcrsite que Ton a quelque 
peine a discerner une forme generale, el rien n'apparail alors comme 
plus vague que cettc expression le deVeloppernent d'une fonction en 

fraction continue algehrique. 

L'objet de notre travail est surtout I'introiluction de la fnrmu de 
fra'ction continue algcbriquequi nous semble devoir jouer un role ana- 
logue a celui que joucnt les aeries entiieres dans la tbeorie des series; 
nous lui avons donne le nom de fraction continue simple. Sans nous 

.arretcr a delaillcr ici les pi'oprieles qui justiticnt cetle introduction. 
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et les consequences qu'elle comporte, nous indiquerons brievcment 
Tordre que nous avons suivi dans notrc exposition. 

Dans la premiere Partie, il n'est nullement question de fraclions 
continues; nous y etudions Tenscmble des fractions rationnelles ap- 
prochees auxquelles donne naissance une serie entiere; cettc serie 
pent etre convergente ou divergente; c'est seulement pour faciliter le 
langage et donner plus de precision aux enonces que nous Tavons 
supposee convergente. Hn realite, comme on le rcconnaitra plus lard, 
la serie n'est que Tune des fractions continues simples du Tableau de 
fractions rationnelles approchees que Ton va construire, et il serait 
aussi bien defini par Tune quelconque des autres fractions continues 
simples qui lui correspondent, si Ton n'etaitpas encore dans Tij^no- 
rance de leur existence. 

I.a seconde Partie est consacree a I'introduction des fractions conti- 
nues simples et a Tetude de celles qui correspondent a un Tableau 
donne de fractions rationnelles approcbees. Nous y avons a peine 
toucbe la question de la convergence et nous sommes limite aux pro- 
positions les plus generales; nousn'avons meme fait qu'indiquer Tune 
des consequences les plus remar(|uables qu'elle semble comporter, a 
savoir la possibilite de Tintroduction dans le calcul des series entieres 
divergentes; ce sont la, en elfet, des sujets dilficiles qui demandcMit a 
etre encore approfondis et nous auraient entraine bors des limites a 
donner a ce premier travail. 

Nous voudrions avoir reussi a indiquer la veritable voie a suivre 
pour Tetude des fractions continues algebriques; nous avons ete 
amene a nous occuper de cette question par une pjirole de AI. Ilermite, 
recueillie dans une de ses le(,*ons, et [)ar laquelle il laissait i^nlrev.ir 
les ricbesses (jue cacbait sans doule encore cette tbeorie. Puissent ces 
modestes pages etre le principe de la realisation de la profoiule pensee 
de notre illustre maitre. 
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PKEMIEHE I'AUTIE. 

LKS FRACTIONS RATIONNELLKS APl'ltOCHEES DUNE KOMTrON. 



I. 



Preliminaires. 



I. bans [cs applications du calcul, il est uriliimirt>iii<>nt inutile, 
sinun impossible, d'oljtenir le rcsultnt iivec une complete exactitude. 
I^ plus souvent, il sufTit sculement d'en connaitre une valeur appro- 
chee telle que Terreur comniise en ailoptant felte valeur an lieu <lil 
i-esultat exact soil inferieure U une limile dormet' « priori. Dc la re- 
sultant lies simplifications souvent uonsiderahles. pnisqiie Ton petU 
ne^liger. dans le cours des calculs, tout ee qui ii'alleropait le resultat 
tinal qui! d'une quanlite inferieure It 1^ limite de IVrreur avec laqucMc 
I'approximation doit eti-e ohtenue. 

On con^oit ainsi combien 11 est iinportiint de savnir ulitenir desva- 
Icurs approcliees d'un nombre qui salisfassenl a des conditions d'ap- 
proxinialion imposees a ravance. Kn Aritbruetique, c'esl le but mt^me 
de la tbeoriedes Iractions deci males. (^es<leu\ propositions sunt fonda- 
nii'iitiiles dans cette theoiie : 

I. II y a uno fraction dccimale ayant an plus ti cliillres decimaux, 
et ntie seule, qui soit approcboe d'un nojubre donne, par defaul. a 

II. Les approxiinaLiuiis uhleiiiics avcc Ics I'raL'tionsdeeiinales appru- 
cbr'cs par defaul qui correspondent a des valeurs cruissantes den ne 
sauraient diminuer; dies conservent la meme valeur «u bien dies 
vunl en croissant. 

II est naturellement aussi important do savuir obtenir une fonclion 
qui represenle une function <lonnee avec une approximation d'ordre 
lixi" il I'avance. Le devdoppement des fonctions en series entieresolTre 
I'l-xemple d'une telle rccbercbe; une serie entiere, (|uand elle I'st 
convergeate, est une expression analytiquR qui met en evidence une 
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suite (le polynomes do plus en plus approches do la fonction qu'clle 
definit. C'est sous cet uni([U(^ point de vue que les series eulieres onl 
ete considerees par les premiers inventeurs. Newton, dans son IJvro 
Analysis per (v.quationes nunierorurn tcrminorum injiniias, voit dans un(» 
telle serie Tanalogue, pour la representation des fonclions, des frac- 
tions decimales employees pour la representation des nombres. On 
retrouve ici ces deux propositions scMuhlahles a celles deja renconh'ees 
dans la theorie des f'raetions drcimales: 

1. II y a un polynome de degre n au plus, et un seul, qui, dans le 
voisinage de la valeur zero de .r, puisse rrpresenfer une fonction avec 
une erreur infiniment petit(* d'ordre an moins egal a /i -f- 1; 

II. Les approximations obtenues avec les polynomes approcbes qui 
correspondent a des valeurs croissantes de n ne sauraient diminuer: 
elles conservent la memo valeur on bien elles vont en croissant. 

2. \a\ representation (Punc* fonction donnee par un polynome n*esl 
evidemment qu'un cas particulier de la representation d'une fonction 
par une function algebriquc. 

Soit V une fonction de x definie, pour les valeurs de x voisines de 
zero, par une serie entiere. Soient, d'autre part, P, Q, . . ., S, T, a h- i 
polynomes en x dont les degres ne depassent pas respectivement les 

nombres/?, q s, /, et dont les coefficients sont indetermines. I)e- 

veloppons la fonction 

suivant les puissances croissantes dea-; les coefficients du developpe- 
ment sont des fonctions lineaires bomogenes des coefficients des poly- 
nomes P, Q T. Le nombre de ces derniers coefficients est 

/>H-i-+-7-hi4-...-+-^-+-i— /'-h7-h...H-/^a-hi. 
Si Ton egale a zero les 

premiers coefficients du developpement, on obtient un systeme d'e- 
quations qui determinent, en general, les rapports des coefficients des 
polynomes P, Q, ..., T, el Ton a 
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oil (af-^1-^-^-*-^-*-^^ roprcsento un infiniment petit dont Tonlre est ;ui 
moins egal h p -h q -^ . , . -h t -h a. 

Consiclerons maintenant la fonction algebrique Y definie par Tequa- 
lion 

PY* -h Q Y»-» -H . . . -4- SY 4- T = o; 

retranchant membre a membre cette egalite de la precedcnte, on ohfuMit 
line egalite dc la forme 

( r — Y) A = (xP4-7+...-n-ha)^ 

oil A est une fonction de x qui, en general, ne s'annule pas pour 
X = o. Quand il en est ainsi, on a done 

et Ton voit que la fonction algebrique Y represente la fonction y avec 
une approximation d'ordre au moins egal a 

3. II ne semble pas que jusqu'ici la determination et Tetude des 
polynomes P, Q. . ..,T aient ete faites dans aucun cas particulier; une 
question tout a fait analogue a cependant ete traitee par M. Hermite, 
a savoir : la determination des systemes de polynomes entiers en .r 

U, V, w 

tels ([ue le developpement de Texpression 

U sin J7 -h V cos.r -+- W 

commence par la plus haute puissance possible de la variable (*). 
I.'objet de cette premiere Partie de notre travail est I'etude du cas 
simple oii la fonction algebrique Y' est une fraction rationnelle, oil, par 
suite, a= i; nous avons surtout en vue de rechercher quelles sonl, 
dans ce cas, les deux propositions analogues a celles que nous avons 
enoncees pour les fractions decimales et pour les polynomes. 



( *) Kxtrail d'une Lottre dc M. Cli. Hormito a M. Paul Gordan {Journal dc Crelicy t. 7H. 
p. 3o3). 
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II. — Le th^or^me fondamental. 

1. Soil J une fonction developpable, dans le voisinagcde la valeur 
zero de la variable x, on une serie procedant suivant les puissances 
entiercs positives el croissantes de cette variable, et ne s'annulant pas 
pour X = o : 

Soit(/?, q) \x\\ couple de nombres, egaux ou inegaux, pris dans la 

suite o, I, 2, i Considerons I'ensenible des fractions rationnelles 

irreductibles dont le numerateur est au plus de degre/? et le denomi- 
nateur au plus de degre q. Nous nous proposons de determiner, parnii 
les fractions de cet ensemble, celles qui representent le mieux la fonc- 
tion dans le voisinage de la valeur zero de a?; c'est-a-dire celles qui, 
retant infiniment petit, difl'erent de la fonction d'une quantite dont 
Tordre infinitesimal soil superieur ou au moins egal a celui que Ton 
oblienten employant une quelconque des autres fractions. 

."). Supposons d'abord q different de zero, et soit 

un polynome de degre y, a coefficients indetcrmines. Effectuons lepro- 
duit de ce polynome par la serie qui represente y; on obtient 



'I 




en regardant les lettres a affectees d'indices negatifs comme represen- 
lant zero. Egalons a zero les coefficients des termes de degres /? -h i , 
p-h '2, ...,p-hq, 

on a ainsi un systeme de q equations lineaires homogenes entre les 
q -h I coefficients indetcrmines /^, ..., Ig. 11 est toujours possible de 
satisfaire a ces equations par un systeme de valeurs des inconnues 
(el qu'elles ne soient pas toules nulles. Si Tun au moins des q deter- 

yian. de I'Ec. Sormale, 3' Serie. Tome IX. S.'2 
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minants deduils dp la matrice 



par la suppression d'une I'liloiini' quelconquc, vst iliffi'rent de VA'to. 
toulesIesiiiconnuessonldetermineesK unmemo facteur constant pres: 
si tous les determinants sont nuls, plusieurs d'entre elles peuvRtil. an 
contraire. etre prise.s arbitrairemont. Nous iie considercrons jamais 
romme distinctes, dans tout ce qui suivra. deux solutions oil les v:i~ 
Ipurs des inconnues scraiont proportionnelles, et ainsi nous dirons. 
dans le cas oil I'un des (letcmiinanls est different de zero, que \e svs- 
lenie admet une seule solution. 

Parnii toutes les solutions, adoptons Tune de eelli-s pour lesqui'lii-s 

ta suite /q, / f^ commence par un plus j^rand nombrede zeros que 

pour toute autre. Le polyuome S est alors divisible par une puissanci' 
de X d'exposantau inoins egal a celui que Ton obtiendrait en adoptani 
mute autre solution. Nous appellerons (Op^ cet exposant, qui peut evi- 

demmenl etre zero. Les coefticients /„. / /^ elant ainsi delermi- 

nes, on a 

oil R est If polynotne 



2;,(»,7.^ 



_,,/,).r 



(font le degre est au plus egal ii p, et (.r'"^'~') un infinimeni pclil ilonl 
I'ordre est au moins egal a/) -t-^ -(- i. 

Si 7 etait egal a zero, S scraitune constanle /„: nous prendrons ainrs 
pourR le polynomequi, danslaserie Sy, precede le lerme en.r'^'. Dans 
tous les cas I'egalile precedente substste done, 

LespolynomesRet Snc sont pas necessniremenl premiers rnlre eiix: 
en particulier, si w^ n'esi pas zero, le polynome R doll ^Ire divisible 
par a*"/-). Le premier membre de I'equalion precC'dente est, en effcl, tin 
infiniment petil d'ordre uu moins egal a u^, el il doit en etre de meme 
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(111 second. Or, co^ ettint au plus egal ay, et par suite etantplus petit 
que p -h q -h I9 'Tc^i"i dolt se trouver en facteur dans le polynoine R. Ce 
fait se verifie d'ailleurs iinmediatement a Tinspection dcs coefticients 
de ce polynome. 

Soient U, V les quotients des polynomes R, S divises par leur plus 
grand comniun diviseur, on a 

ou, comme il v a suronient dans V un terme constant different de zero, 

Nous avons ainsi forme une fraction rationnelle irreductible y > donl 

les termes ont des dej^res au plus ej^aux respectivenient a/;— co^, 

q — (o^, etquidiffiTe de la fonction iMl'un intiniment petit dontTordre 

est au moins egal a/i-f- 7 -f- 1 — w^^, assurenient superieur a la somme 

des degres des termes de la fraction. 

[J' 
Soil maintenant i- une fraction rationnelle irreductible dont les 

termes sont des polynomes de degres respeclivement egaux, au plus, 

U' . . . 

a /7 et 7; supposons que la difference y — y, soit un infiniment petit 

d'ordre au moins egal a/? -4- y -h i — co^, en sorte que Ton ait 

retranchees membre a menibre, les deux dernieres egalites donnent 

ou 

Cette egalite fait voir que Ic premier membre est identiquement nul ; 
car, s'il n'en etait pas ainsi, il serait ou une constante, ou un polynome 
de degre au plus egal a/? -h y — cu^, et ne serait dans aucun cas infi- 
niment petit d'ordre au moins egal a /? -h y 4- 1 — cu^ comme le second 



\ 



iiipmbrp. On a done 
rt, par suite. 



Ces deux fractions, elant irreductibles, sont idenfiques, et nous pou- 
vons enoncer la proposition suivanle qui est fondamenlalc dans cetic 
tlieorie : 

1. Patmi tallies les fractions ralionnelles irreductibles dont les termes 
nnt des degres egaux auptus a p pour (e numerateur. a q pourle denomt- 
naleur, p el q etanl dear nonibres, 4gaux ou inegaitr. pris dans la suite 

o, 1,2,3 il y en a une, yi> qui fotirnil une apprnjcunation donl 

I'ordre est superieur a celui de l' approximation fournie par unv quel- 
conque des aiilres fraclions. 

6. Cette proposition est la premiere dc celles que nous avonsannon- 
cees dans le n" 3, et elle resout complelemcnt la question du n" 4; 
mais on peul complelcr en quelque sortc I'enonce precedent au moven 
des simples rcniarques qui suivent. 

Lc nombre cu^ est au plus e|i;al a 7; il est aise de voir qu'il est aussi 
an plus ijgal a p. Si. en eflet, w^, elait plus grand que />, comme l« 
polynome R, ainsique nous I'avons etabli, doit elre divisible par afr* 
et que cc polyniimc esLau plus de degre p, il serait identiquement 
nut. Or ceci nc pent avoir lieu, car alors on aurait 

et la fonction y s'annulerait avec x, tandis que I'bypothese contraire a 
ele faite. On voit encore que R ne peut etre divisible par une puis- 
sance de X d'exposant plus grand que w^,, car on en concluraitencore 
la nullite de la I'onction y pour j- = o; ainsi : 

Les polyn(mies U el V onl I'un el I' autre an lerme conslant different de 
zero ; co^, designanl zero ou tin enlier posilifau plus egal au plus petit 
des nombres p el q, les degres des termes U, V ont respeclivcmenl pour 
limite superieitre p — cu^^, q — oj^; I'ordre de I'approxinialion a pour 
limile inferieure p-hq -\- i — w^. 
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7. A chaque couple {p^q) de nombres de la suite o, i, 2, 3, ... 
correspond une fraction rationnelle approchee pour la fonction y; ces 
fractions forment done un ensemble (E) completement defini el se 
presentent comme les termes d'une suite a double entree; nous les 
ecrirons dans les cases d'un Tableau analogue a celui de la multiplica- 
tion, illimite a droite et en bas; les fractions d'une meme file borizon- 
tale correspondront a une meme valeur de q, celles d'une meme tile 
verticale a une meme valeur de p, Dans la premiere file borizontale 
figurent ainsi les polynomes approcbes successifs deduits de la serie 
qui represente y. 

Nous donnons ici trois exemples de tels Tableaux presentantcbacun 
des particularites diverses. Chaque case renferme, outre la fraction 
qui lui correspond, deux nombres dont le premier est la limite infe- 
rieure /?-f- y-H i — (o^ de Tordre de I'approximation, et Tautre cet 
ordre lui-meme. 
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8. Voici quelques expressions que nous emploicrons quelquefois, 
dans ce qui suit, pour «abreger le langage. 

Klant (lonne un couple (/>, 7), nous appellerons rectangle relalif au 
couple (/;, q) le rectangle qui a pour cases aux sommels (o, o), (o,/?), 
(o, y), (p, q). Si Ton prolonge les tiles p ei q au dela de cc rectangle, 
la fraction {p^q), les fractions de ces prolongements et celles du 
champ illimite quails comprennent, constituent les fractions du champ 
complementaire relatifau couple (p, q). Deux cases ou deux carres se- 
ront dits contigus des que leurs contours ont au moins un point 
commun. 

III. — La solution principale. 

9. La seconde des propositions annoncees dans le n" 3, celle qui fait 
connaitre comment varie Tordrc de I'approximation quand on consi- 
dere les differents couples de nombres (/?, y), est d'une nature plus 
cacliee que la premiere; pour y parvenir, nous devons tout d'ahord 
etablir quelques proprietes de la solution des equations en / que nous 
avons fait intervenir dans la demonstration de cette premiere propo- 
sition. 

On demontre aisement que, etant donne un systeme de q equations 
lineaires, homogenes, a y 4- 1 inconnues, il n'y a qu*une solution 
jouissant de cette propricte de comporter autant de zeros que possible 
au debut de la suite des inconnues rangees dans un ordre arbitraire- 
ment determine. Or, parmi toutes les solutions du systeme d'equations 
en /, nous avons adopte Tune de celles pour lesquelles la suite /„, 
/,,..., /^ commence par un plus grand nombrc de zeros que pourtoute 
autre; c'est done une solution parfaitement determinee du systeme 
que nous avons adoptee; nous la nommerons la solution principale de 
ce svsteme. 

10. Kile peutetre obtenue de plusieurs manieres; nous en indique- 
rons deux. 

D'abord, et cette metbode est applicable pour des equations quel- 
conques, on Tobtient en adjoignant au systeme propose autant des 
equations 

Ann, de Vt.e, Normale, 3' Serie. Tome IX. b.3 
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k parlir do la premiere, qu'il est neccssaire pour ([iie le systerae ainsi 
iihtcnu admetic une seulc solution: cetto solution osl la solnlion prin- 
cipale (iu sysleme propose. On voit que, si co systeme laissc h -t- t \n- 
connues arbitraires. il y a au moins, quand on adople la solution 

pi-incipale, h inconnues nulles au debut de la suite l„. I /, (\c» 

inconnues; le nonibre (u^, est ainsi au moins egal a h. 

Une seconde metliode, applicable suulementaux equations lineaires 
qui ont In forme speciale que possede le sysleme d'equations en /, re- 
pose sur les considerations sui van tes; de ces considerations vontniemi' 
resulter la demonslratiun de I'existence dc la solution principale pt 
I'une de ses proprictes caracteristiques les plus importanles. 



1 1. Soicnt /„, /', /' une solution quelconque du systenie d'e- 
quations en /, et to' le nombre de zeros qui figurent au debut de celle 
suite; on a necessairement w^ ^ w^^ cl par suite. 

/'^q-hl- '..;,, Lp-i-q + l - '-v,. 

A cette solution correspondent des polynomes R', S' analogues aux po- 
lynomes R, S. et une fraction rationnelle irreductible ^ pour laquelle 

on a 

II' 



U' 



Dc cette egalite et de I'inegalite qui precede resultc ridenlitv des 
fractions y; et y et. par suite, celle des polynomes U'etl) d' une part. 
V et V d'aulre part. Ainsi les polynomes R' et S' qui correspondent » 
une solution quelconque des equations en / sont les produils des po- 
lynomes premiers entre eux U et V, par un mcrae polynome P. Reci- 
proquemenl, si en multipliant LI et V par un meme polyndme P. lei 
loutefois (|ue les degres des produils PU, PV ne depassent pas respec- 
livement les nombres p et q, on a 

ceci monire que les coelficienls du polynome PV constituent une so- 
lution du sysleme d'equations en /; autrement dit, les polynomes 
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R'=: PU, S' = PV s'obliennent pour une cortiiine solution cJe ce sys- 
terne. 

On obtiendra done une solution /„, /, /^ comportant a son debut 

un plus grand nonibre de zeros que toule autre, si Ton prend pour le 
polynome P la plus baute puissance de oo possible. II est ainsi etabli 
d'abord qu'il n*y a qu'une solution de cette nature; ensuite qu'elle 
s'obtient en adoptant une solution quelconque des equations en /, f'or- 
niant les polynomes U\ S' correspondants, les quotients U, V de ces 
polynornes par leur plus grand commun diviseur, et entin multipliant 
11, V par la plus baute puissance possible, ^r'^Vv, de x telle que les de- 
gres des produits iv^nl}, x'^i^qy soient au plus egaux respectivement 
aux nombres p, cj\ les coefficients du polynome a:'"V/V constituent la 
solution principale. 

On voit ainsi (jue : 

Les poly names R = cr"V? U, S == ;r'% V, qui correspondent a la solution 
principale y ne pem^etd avoir de facteur commun autre qu une certaine 
puissance de .r, et le degre de run d'eux est assurement e<^al d celui des 
deux nomhres p et q qui lui correspond. lieciproquement, si les polynomes 
K', S' qui correspondent a une solution /|,, /, , ..., /' des equations en I 
jouissent de ces proprietes, cette solution est la solution principale. 

12. Nous avons appele /|,, /', l\^ une solution quelconque des 

equations en /, etco^^^le nonibre de zeros qui figurent au debut de cette 
suite de valeurs; les degres des polynomes U et V, quotients des poly- 
nomes U' et S' par leur plus grand commun diviseur, ayant respective- 
ment pour limites superieures les nombres/? — w],^, q — cu^^, seront 
representes par 

en sorte que vl , X' sont des entiers positifs ou zero. L'ordre de Tap- 
proximation fournie par la fraction v^, (jui a pour limite inferieurc la 
quantite p -{- q -{- \ — (u^^, sera represente par 

en sorte que v|^^,^ est un entier positif qui pent etre intini. 
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Ces qualrc Tioint)res 

'..;„,. ■};,,. <„,, >.;,, 

sonl ce que nous appellerons les singitlarilcs rrlatn-es a la solution /„, 
/,, ...J,. 

Pour la solution principale /„. /, I,,, ces singuliintes seront re- 
presentees respoctivement par cijp^.']/„,)i^,Xp,; en outre, pourabreger. 
nouri poserons ordinaircment 



ces nombres ^„. r^p^ soiit ceux qui iigurent, au-dessous de chaque 
fraction, dans les cases des Tableaux precedemment donnes comme 
exemples. 

13. II resulte de la proposition du ii" II que I'uo au iiioins des 
nombres x^, Ap^est nul; d'ailieurs les equations en /presenlent dans 
leurs coefficients un ordre tel que Tun doit se demander s'il n\ a pas 
encore quelquc autre desquatre singularites w^^. ^j;^, x^,, X^^, qui soil 
loujours nulle, ou si quolque relation ne lie pas ces quantitns entre 
elles: il n'en est rien coiiime on va voir. 

Donnons-nous, arbitrairement, deux suites de quantites 



avec cette seulc condition qu'elles comportent autant de zeros Tune 
que I'autre a leurs debuts. Soil u>^, ce nombre de zeros conimuns, au 
plus egal a la fois a/>et a ^; on a 



Considerons alors tes equations en a 

ojl'^-i^ aj_,/\^ . . . -h aj.yl'^^ k'„ (,J = o.,,2,...,{,l. 
«i'i-t-«*-i^'i -!-■■■ + «(-7'y = o, {i = p -ht, p + i, ,. .,p-i-q), 

oil les lettres a affectees d'indlces negatifs sont regardees comine re- 
presentant zero. Les equations qui correspondent aux valeurs o, i. 
2. .... 1^'p,,— I dey'sont idenliquement satislaites; il est facile de de- 
terminer les quantites a de telle sorte que les autres le soient egnle- 
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ment. La quantite C etant differente de zero ainsi que ^^,^, la pre- 
miere equation donne pour a^ unc valeur differente de zero, la seconde 
determine ensuite a,, puis la troisieme a^, etc., enfin la derniere 

Ceci pose, considerons une serie convergente quelconque ordonnee 
suivant les puissances entieres positives et croissantes de x et dont 
iesp-hq -hi— o)p^ premiers coefficients soientao,a,, . . ., a^^^.^^ . Les 
polynomes R' et S' 

s*obtiennent quand, cherchant la fraction rationnelle approchee de la 
fonction qui correspond au couple {p,q), on adopte /„, /,, . . , /^, pour 
solution des equations en /. On voit que co^,,, x^^, X^^ ont deja telles 

valeurs qu'il nous a plu leur donner. Developpons maintenant ^ en 

serie enticre; il suffit de prendre pour Ic { p -\- q — ^'p,j -^ i)*'™*^, le 

(d H-flr — to' H- 2)*^™*, etc. coefficient de la serie, les coefficients 

R' 
de meme rang dans le developpement de -;t7 pour que '^^,, prenne egale- 

ment telle valeur qu'il nous plaira. 

Si Tun des deux norabres x^^, X^,^ est pris egal a zero, la solution 
/^, /',, ..., i,j etant alors la solution principale du systeme d'equations 
en /, la proposition que nous avions en vue est etablie. 

14. Supposons I'ordre /^ -l- y H- '^^^ — ^'pq de Tapproximation fournie 
par la fraction ^ fini et retranchons-en la somme des degres des termes 
de cette fraction, on obtient 

Ainsi la somme des quatre singularites qui sont relatwes a une solution 
des equations en I ne depend pas du choLv de cette solution ; en outre, il est 

evident que, si la fraction y correspond dans le Tableau a plusieurs 

couples {p^q), ce qui donne autant de systemes d'equations en / dif- 
ferents les uns des autres, cette somme des singularites est la mime quel 
que soit le sysleme considere et la solution que Von adopte de ce systems. 
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iNous allons bicnlut retrouver ce nombre reniarquahle, avec uiie signi- 
fication imporlantc. en etudbnt la distriljutton. dans lo Tableau, des 
fraclions do Tensenihle (E) cgiiles a la fraction y- 



I.'). II no nous reste plus a elablir que deux proprietes simplfs el 
de menie nature de la soiiitioii principalc. 

Les equations en / relatives a deux cases voisines d'une incmc tile 
horizon tale sont 






,/„ =0, . 



(( = /«H 



t-9)- 



Supposons que, dans la solution principaN- du premier systfeme, on ait 

/^ = o, et soitm,,. m '«,-,. o cette solution principale; elle donne 

lieu aux Jdentites 



[i=/" 



H7>. 



et il est evident que les valeurs ;«„, m m,^, constituent la solu- 
tion principalc du sysli'me d'equations deduit du premier quand un y 
supprime tous Ics termes en l^; les identites precedentes etablissent 

des lors que les valeurs o. m,,, m m^_, constituent la solution 

principalc du second systeme d'eijuations. Ainsi ; 

Quand, dans line svltUiun principalc, la derniere inconnue a la valeur 
zero, il suffil de /aire passer ce zero en l^le de la suite des valeurs des in- 
cnnniies pour oblenir la solution principale relative a la case contigue de 
droitc. 

II est de toute evidence que les fractions apprudiees qui corres- 
pundent a ces deux cases sont les memes ct que par suite les approxi- 
mations qn'cUes Iburnissent sont de nieme ordre; par consequent 
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16. Considerons, en second liou, deux cases continues d'line memo 
file verticale; les systemesd'equations correspondants sont 

Oi /o -H ^/«i /, -H . . . -f- Oi^tj l,f = o, ( / -— /> 4- I , . . . , y> -f- 7 ) 

Soil mo, m,, .. ., m^ la solution principale du premier systeme, et sup- 
posons que, pour cette solution principale, le coefficient k^ du terme 
en xf" dans le numerateur soil nul; alors on a le svsteme d'identites 

tlont la premiere exprime que t^ est nul, et ces identiles montrent que 
le systeme de valeurs o, /w„, /w,, ..., m^ est la solution principale du 
second systeme d'equations. 

Le coefficient de ranj^y dans le premier numerateur el celui de 
rangy H- i dans le second sont respectivement 

et sont egaux; si done X-^, X",. ...» X*^,, o est la premiere suite de 
coefficients, la seconde est o, X-^, X:,, . . ., X-^_,. Ainsi : 

Quand, pour une solution principale, la suite k^, k^, '^-^ kp des coeffi- 
cients du numerateur comporte un zero en dernier lieu, ilsuffit de lefaire 
passer en tete pour obtenir la suite relative au numerateur qui figure dans 
la case inferieure. 

Les fractions correspondantes aux deux cases sont evideinment les 
memes et Ton a encore 

IV. — La distribution des fractions. 

17. Nous sommes maintenant en mesure de rechercher quelle dis- 
position prennent dans le Tableau les differenles fractions de Tensemble 
(E). Celte recherche aura pour point de depart le theoreme suivant : 

Des qu une fraction rationnelle irreductible diffcre de lafonctiony d\m 



injtnimenl petil dont I'ordre est superieiir a la somme des dcgres de ses 
lermes, elle fail panic de l' ensemble (E). 

Soient, en efl'el, -^ cette fiaction irreductible el m -t- i I'ordre de 
I 'approximation qu'ellc fournil, et qui, par liypotliese, est superieur 
a la somme des degres de ses termes, m pouvant d'ailleurs etre infini. 
Supposons qu'il y ait deux nombres p et '/'[iii soient au moins egaux 
respectiveinent a cliai-un de ces degres el lels, en outre. i|ue la limite 
inferieupc de I'ordre de ['approximation fournie par la fraction y de 
I'ensemble (E) qui correspond au couple (/>, y ). c'est-a-dlre \„, nc 
depasse pas m -t- i; on a alors. d'urie pari. 



et, d'aulre pari. 






et I'on deduil de la I'identile des frai-tions ^ et ^• 

L'lijpothese de I'enonce assure I'existcnce des nombres p et q. 
Soienl. en effet, ro, cp les dej^res des polynomes II, "t; I'bypotbese s'ei- 
prime par I'inegalile 

ra-htplm; 
nous poserons ' 



m' elant aiiisi un noinlire de la suite o, 
doivenl satisl'aire aux trois ineaalites 



. Les nombres p et q 



Si Ton desi^ne par //. q' deux nombres de la suile o, i, a, ... ei que 
Ton pose 

les deux premieres inegalites ctantsalisl'aites, il ne reste a rempMr que 
la troisiemc qui devlent 

et il est nianifeste qu'il est toujours possible d'y satisfaire. 
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18. Le resultat de cette demonstration pent encore etre enonce 
comme il suit: 

Pour que la fraction ^ corresponde, dans I* ensemble (E), au couple 

(p, y), ilfaul el il suffil : 

i^ Que chacun des nomhres p^ q soil au moins egal a celui des degres 
CT, ^ qui lui correspond; 

7.^ Que la quantile ^^ = y» -+- y 4- i — co^^ ne depasse pas Vordre de 

V approximation fournie par la fraction ^ • 

19. La fraction ^ correspond, en particulier, a tons les couples 
(cT -f-/>', 9 H- q') oil/)', q' satisfont a Tinegalitc 

Supposons, en premier lieu, m! = o. Cette inegalite n'est vcrifiee 
alors que pour/?' = y' = o, ct Ton obtient ainsi le couple (tar, 9). II est 
aise d'etablir que la fraction ne correspond a aucun autre couple; on 
a, en effet (n® 14), pour un couple (/?, 7) auquel cette fraction corres- 
pond, 

m' etant ici egal a zero, et ^p^ etant au moins egal a un, on voit que 
I'egalite entraine les suivantes : 

et Ton en deduit 

en sorte que (tar, 9) est bien le seul couple auquel corresponde la frac- 

tion ^. 

Supposons, en second lieu, m, et par suite /n', infini. Alors/?' el q' 
peuvent prendre des valeurs quelconques de la suite o, i, 2, II en 

resulte que la fraction ^ figure dans loutes les cases du champ com- 

plementaire relatif au couple (ex, 9), et ne figure dans aucune autre, 

Afin. de Vtc. Normale, 3* Serie. Tome IX. S • 4 
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la premiere ties deux conditions auxquelles doit satisfairo le couple 
{p, q) poup que la fraction ^ lui corresponde n'elant satisfaile pour 
aiicune de ces autres cases. 

20. 11 resie a examiner le cas oil m a une valeur finie differente de 
zero. II y a alors necessairement des valeurs de/»', q' autres que zero, 
pour lesquellcs rinegalile est verifiee. cl, pap suite, la fpaction coppps- 
pond surement a plusieurs couples. On voit bieu aisement qu'elle 



ure dans toules Ics cases du Tableau, au nombrc dt 



(m'-^x)(n. 



qui sont conteoues dans un tpiangle rectangle isoscele A ayant poup tiles 
limites la file verticale tn, la file horizonlalc 3 el uiic file en diagonals 
allant de droile a gauclie en descendant. Nous savons d'autre part que 
la fraction ne peut tigurer que dans le champ complcmentaire relalif a 
la case (n, 5); mais il peut encore y avoir d'aulres cases oil la fpaction 
=; figupe, a cause de I'existcnce du nomlire cop^; pour relles-la on aupa 

p' + ■/' > m', p' + q'^„l' -1- („,,j; 

il s'agitdo lesdcterminep; les ppoprietes de la solution principale nous 
en donnent le moycn. 

21. Considerons les cases qui figurent dans la ppeniiepc colonne ver- 
licale du triangle dont il vieni d'etpe question. Poup celles-ci, on a 



il y en a ainsi m' + 1 , eoprespondant auK couples 

(gi, 9), (sj, 9-1- 1), .... [ts. f + /i) (ra, 9 +/«'— I), (ej, f-i-m'). 

Considepons, en papticulier, Ic couple (ra, ^ -h A). Le numerateur dcla 
fraction ^ qui lui correspond est de degre ra. II resulte de la, d'abord 

que (Un,?+A est nul, et que, en outre, les coefficients l^, I ^^ du 

polyn6me4> constituent la solution ppincipalequi coppespond au couple 
consid^re; c'est la, en elTet, une solution des equations en /qui donne 
deux polynomes 11, $, sans facteurs coinmuns etdontl'un d'eux. II. 
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atteint celui xs des deux nombres tar, (p n- A qui lui correspond, pro- 
prietes qui (n*^ 11) caracterisent la solution principale. Maintenant, 
puisque le denominateur $ est seulcment de degre 9, on voit que dans 
la solution principale on a 

et par suite 

Quant a la limite inferieure de I'ordre de Tapproximation, elle est 

cy-+-(9-h A) -HI — ci)cT,9-»-/j = cy 4- 9 -h 14-//, 

superieure de A unites a celle qui correspond au couple (cj, 9). 

Ceci pose, il resuUe des proprieles de la solution principale (n" 15) 
que, pour les couples (cr, 9 h- A), (nr-i- i, 9 -h A), (en- 2, 9 H- A), ... 
(cy -f- A, 9 -f- A), les solutions principalcs sont respectivement 

'o» ^I> ^if •••> ...., .•« •••» ^9-»-/i» 

*9-+-/*— i> '9-»-/j> *o> •••» ....» ..y •••) '9+/1— *» 



• ••9 a^ ■••• ••••• 



»9-»-i» '9-»-2> •» •••> '9-f//> *o> •••> *9» 

a tons ces couples correspondent la fraction ^ et la meme limite in- 
ferieure de Tapproximation; les suites to, x, X correspondantes sont 
d'ailleurs 



0, 


I, 


2, 


. . . , 


//-I, 


/', 


0, 


0, 


0, 


... 1 


0, 


0, 


/', 


/'-I, 


/« — 2, 


• • • » 


I, 


0. 



Quant au nombre '|, il pent s'obtenir par cctte condition que la somnie 
X -h X H- (o -f- vp est constante et egale a m n- i — cr — 9. 

En donnant au nombre A les valours 1, 2, ..., m\ on voit que la 

fraction ^ figure dans toutes les cases d'un triangle rectangle isoscele B 

ayant pour cases aux sommets (cr, 9), (try, 9 -f- m'), (trr h- w', 9 -f- m'), 
etnousconnaissons completement pour chacune do ces cases la valeur 
des nombres co, ^, x, X. Remarquons enfin que, pour chacune des cases 
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tie la file inferieurc du triangle. \d limile inferieurc de I'ordi'P de I'ap- 
prosimation est 

BJ -i- 7 4- I -i- m'^m +1, 

el pgalc ii I'oidro nieme de rapproximation. 

22. Considerons maintenanl Ics cases qui figurent dans la premiere 
file horizontale du triangle A; pour celles-ci, on a 



et elles corrt!sp 



ndent. 



par suite, aux m - 



uple: 



(d.^). (cT-ht.-?) (51 + /.■.?), .-.. (nj-Hm'^1.9). (ro-i-«i'.5). 

Considerons. en parliculier, le couple (ts+t,^); comme dans le 
cas precedent, on etablit que to^+j, est nul, que x„^*,f est egal » k. et 
que la limile inferieure ile I'onlre de I'approximation esto-t-^-f- n-X-. 
Si Ton se reporte aux proprietes de la solution prinripale (n" 16), on 

en conclut que la fraction ^ se trouve dans les cases 

(51 + *, o), (711+ /-. + I), (in+ /■, 9 + a) (ra+ ^-, 9 + /.). 

el que les nombres co, a, 7., correspondant a ces cases, forinenl les 

suites 



La fraction ^ figure alors dans toutes les cases d'un triangle rec- 
tangle isoscijie B' ayant pour cases aux sommets (ro, 9), (ro -t-m', 9). 
(t3 + m', 3 -h m'): la nature des singularites est connae pour cbacune 
des cases de ce triangle, ct la limite inferieure de I'ordre de I'approxi- 
mation pour les cases de sa derniore file vertieale est m + 1 , onire 
meme de I'approxiniation. 

23. La reunion des triangles B et B constiluc uu carre, dans (oules 
les cases duquel figure ainsi la fraction ^; le cote de ce carre coni- 
porte m'+i = (m + i) — CI— y cases, c'esl-'a-dire un nombre de 
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cases egal a la difference entre I'ordre de rapproximalion fournie par 

la fraction ^ et la somme des degres de ses termes (n^ 14). Los (*ases 

extremes d'une file diagonale sont (cr, o), (cr -f-m', o -f- w); si Ton 
considere une case de cette file, aux cases du carre qui appartiennent 
aux files verlicale et horizontale limitees a cette case, correspond une 
meme limite inferieurede Tordre de Tapproximation ; cette liinite in- 
ferieure croit d'une unite quand on passe d'une case de la diagonale a 
la suivante, et varie ainsi detDrn-o-f-i a cjH-oH-i-h //i'= m -f- i . 

24. II nous reste a etablir que la fraction ^ ne figure pas dans d'au- 

tres cases du Tableau que celles de ce carre; nous avons deja remarque 
qu'clle ne pent se trouver que dans les cases du champ complemen- 
taire relatif a la case (gj, ^); la demonstration va resulter de cette 
proposition auxiliaire importante : 

Si la fraction ^ figure dans une case (p2, q^) du champ complemen- 

(aire relatif au couple (cr, ^), elle figure dans toutes les cases qui appar- 
tiennent a la fois a ce champ complementaire et au rectangle relatif au 
couple {p2, ^a). 

Soit (pi , q^) Tune de ces cases, on a 

Puisque, par liypothese, ^ figure dans la case (^2» ^a)* Ic nombre ^^^^^ 
est au plus egal a m -f- i = r^^.^, et, par suite, Tune au moins des ine- 



galites 






est assurement verifiee. Que Tune ou Tautre de ces inegalitcs soit ve- 

rifiee, il resulte immediatement du theoreme du n'* 18 que ^corres- 
pond au couple (y?,, y,). 

25. Cette proposition nous cut evidemment permis de supprimer la 
demonstration du n*' 22 et partant celle du n"* 16; nous ne les avons 
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conserv^es que pour la symetrie de la methode et pour etudier com- 
pletcniGnt Ics slngularitcs. Voici comment on en deduit I'itnpossihi- 
lile pour la fraction ^ de se retrouver dans des cases du Tableau autrcs 
que celles du carre determine precedemmcnt. 

Supposons qu'elle figure dans une case autre que celles du carre; 
comme la fraction figure alors necessairemcnt dans loutes les cases du 
rectangle commun au rectangle relatif a la case cunsidercc el au 
clianip complementaire relatif au couple (ni, ^), cette fraction Ggure 
dans la tile liorizonlale f ou dans la Ble Yerticale is, et cela dans des 
cases aulres que celles du carre. Or, il n'en peut etre ainsi, car, quand 
on passe sur ces tiles d'une case ou figure -^ ii la case sulvante ou 
figure aussi cctle fraction, la limile inferieure de I'ordre de I'approxi- 
mation croit d'une unite ; raais, pour les dernieres cases de ces Oles qui 
apparliennent au carre, celte limile inferieure est egale a I'ordre meme 
de r;>|)proxii)iation, et, par suite, ^ ne peut figurer ni dans I'une ni 
dans I'autre des cases suivantes. 

26. Nous pouvons raaintenant enoncer cette proposition qui resume 
les resultats de ootre etude sur la distribution, dans Ic Tableau, des 
fractions de I'ensemble (E) : 

Chaciine des fractions distinctes qui foril partie de I'ensemble (E) 
figure dans loutes les cases d'un carre dont le cdte comporte un nomhrede 
cases egal a la difference entre I'ordre de V approximation fotirnie par la 
fraclinn et la snnime des dcgres de ses lerrnes ; die ne figure dans aucune 
autre rase dit Tahleati. 

27. Cette proposition est au fond la seconde de celles que nous 
avons annoncecs au n" 3, mais nous parvicndrons a une forme qui 
niontre mieux que nous sommes !)ien en possession de la generalisa- 
tion cherchee, au moyen de la conception geometrique fori simple 
suivante, dont la grande importance apparaitra d'ailleurs dans la se- 
cunde Partrc de notre travail. 

Imaginons un second Tableau, caique sur le [iremicr, mais ou nc 
suient traces que les coles du premier Tableau commons aux cases ou 
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tigtipcnl deux fpaciions distinctes. Au centre de chacun descarresde 
differenlcs grandeurs ainsi obtenus sera ecrite la fraction correspon- 
dante, en sorto qu'il n'y a, dans le nouveau Tableau, que des fractions 
distinctes. 

Les centres des diflerents carres sont tous silues sur des ensembles 
de droiles paralleles equidistantes. Considcronscelui de ces ensembles 
dont les droites sont perpendiculaires a la diagnnale principale du Ta- 
bleau. Si deux centres figurent sur une meme droite, nous dirons des 
fractions correspondanles qu'ellcs sont e'gafemcnt avancees dans \v Ta- 
bleau; si deux centres son! sur deux droites dilTercnles, nous dirons 
de la fraction qui correspond au centre situe sur cello des deux 
droites qui est la plus eloignec du sommet du Tableau, qu'elle est 
plus m-ancee dans le Tableau que I'autre fraction. 

A celte detinilion geometrique correspond cette propriete analy- 
lique que, si, partant dc celle des droites dc i'ensemble qui est la plus 
voisinc du sommet du Tableau avec le n" i, on numerotc les droites 
successives 2, 3. 4. •■■• le numero de chaquo droite est I'ordre de 
rapproximation de toutes les fractions du Tableau corrcspondant ii des 
centres situes sur elle. L'ordre de rapproximation fournie par la frac- 
tion ^ est, en ciTet, egal a m + i, ou. auivant nos notations. 



(1r pour oblenir le numero de I'une des droiles, il suflil de considorer 
Tune quek'onque des cases {p, q) qu'elle traverse dans le Tableau pri- 
mitif et dc former le nombre p + q-k-i; !a droite sur laquelle se 
trouve la fraction ^ traversant, par definition, les cases (ra + m', -p). 
(w, i-H-m') du carre 011 figure cette fraction, le numero de cette 
droite est bien ra + 9 + m'+ 1. 



28. Avec ces conventions, notre proposition pent alors etre euoncci 



11. Si deux fraclinns dc ['ensemble (E) sont egalcrnenl manrees dans 
If Tableau des fractions disUnrtes, elles dunnenl la m^me approximation ; 
tjuand on passe d'une fraction du Tableau a une autre plus avartcee, 
t' approximation va en croissant. 
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29. Cetle proposifion donne lieu a line rt'msirque interessanlc, et 
doiit on verra plus loin rimporlance. 

Soil jr' I'unc (juelconque dt-s fructiuns qui, dans lo Tableau des 
fractions dislinctes relatif a la fonctiun y, sont au plus aussi avancees 
que la fraction ^- Designonsparvjn^p^rordrederapproximationqu'elle 
fournil; on a 

et, par suite, des egaMtes 



:K = ^ + (a'..,„). 



on conclut celle-ci 



EIU- 



H, 



■■i 



(jrl-,,,). 



II 



c'esl-a-dire 



1" monlre que, au cas oil ~ est moms avancee qu 
au cas oil v]„ ,_ est plus petit que ■f]^^, la fraction ^ est Tune des frac- 
tions du Tableau des fractions distinctes rclatif a la fonction ^i et clle 
Bgure dans cc Tableau exactement comme dans le Tableau relatif a la 
fonction y; si rjc^, est egai ii r^„^, la fraction ^esl encore surement 
une fraction du Tableau relatif a la fonction ^^ mais il peut alors ar- 
river qu'elle soit dans cc Tableau plus avancee que dans le Tableau 
relatif a la fonction r. tout en reslant sur la nieme parallele a la diago- 
nale principale du Tableau. 

Ainsi, la connaissance do la fraction ^ du Tableau relatil a la fonc- 
tion y entrainc la connaissance de toulcs les fractions dc cc Tableau 
qui sont tnoins avancees que ^i et Ton en conclut que : 

Un Tableau tie fractions ralionnelies approchees est enlicrement dtffini 
par la connaissance d' une suite illimilee de fractions de plus en plus avan- 
cees de ce Tableau. 
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V. — Les singularit^s. 

30. Nous (lirons d'unc traction de I'cnsemble (E) qu'elle est nor- 
male si elle ne fait partie qu'une seulc fois de cet ensemble; dans le 
cas contraire, elle sera d^it anormale . 

11 resulte de I'etude faite anterieurement que, si p, q sont respecti- 
vement les degres du numcrateuret du denominateur d'une fraction 
normale, le seul couple auquel ceUe fraction corresponde est le 
couple (/?, q), et Tordre de Tapproximation qu'elle fournit est egal a 
/? -h y -f- i; on a alors 

Reciproquernent, ces conditions necessaires sont aussi sullisantes 
pour que la fraction qui correspond au couple {p^q) soit normale. 
Nous allons rechercher a quelles relations entre les coefficients de la 
seriequi representee elles correspondent. 

9 

.31. Designons par A^^ le determinant d'ordre y -I- i. 



^p^\ 


Clp 


(Ip^l-q 


• • • • 


Clp^i 

• • • • • • 


^p-hl — q 

• •••••• 


^p-hl-h(f 


^p-i-q 


ftp^l 



les coefficients qui figurent dans les q premieres lignes sont ceux des 
equations en /relatives au couple (p, q)- 

Si le nombre '^p^ est plus grand que un, c'est que la solution prin- 
cipale satisfaita Tequation 

et alors le determinant A^^ est nul. Reciproquement, si Apy= o, toute 
solution des equations en /satisfait aussi a Tequation precedente, et, 
par suite, ']fpg est plus j^rand que un. 

Si le nombre co^^ est plus grand que zero, c'est que, dans la solu- 
tion principale, /q est nulle; il faut pour cela que le determinant 
•^p-i.y-i soit nul. Reciproquement, si ce determinant est nul, les equa- 
tions admettent une solution oil /q est nulle; la premiere au moins des 

y^/tti. del'Kc. Normale, 3* Seric. Tome IX. St 5 
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inconiiues dans la solution princlpale a la valeurzoro, et par sultp tu^ 
est plus grand que zero. 

Si le nomlire x^, est plus grand que zero, c'esl que. pour la suUilioii 
principale des eqiialions en /, on a aussi 



«;,4^ 



.-1^.- 



Pt Ton voit qu'jilors le deti'rminant A^,,, est nul. Reciproquemenl. si 
ce determinant est nul, toute solution des (iqualions en / satisfait a 
I'equation precedente. el par suite Xp, est plus grand que zero. 

II reste a examiner le nombre X^, S'il est plus grand que zero, uu u 
/^ = o dans la solution principale, et, par suite, le determinant A^^_, 
est nul; mais ici la recippoque n'esl pas vraie; ce determinant pent 
etre nul sans que, dans la solution principale, /, soil nolle, sans cjue 
par consequent X^^ soit plus grand que zero. II n'en reste pas moinn 
vrai que la fraction est encore anorraale, puisqu'il y a une solution 
des equations en / oil /, est nulle el que, par suite, le denominateur 
de la fraction n'est pas de dogre 7; si, dans la solution principale. 
1,1 est diff^renle de zero, c'est que I'une des irois autres singularites sc 
presenle. 

La fraction qui correspond au couple (/?, y) conduit ainsi ii la con- 
sideration desquatre delerminanlsip,,, Ap_,^_,, A^,^.,, Ap_,,,: pour line 
fraclion situee dans la premiere file horizontale ou verticale du Ta- 
iileau, deuK sen lenient de ccssymboles out un sens; un seul a un sens 
si Ton considere la fraction qui est au sommet du Tableau. On s'assure 
imniediatement que ccs symboles denues de sens peuvenl etre eonsi- 
deres comme des quantilesdillerentes dezero quelconques. les singu- 
larites au\quelles lis correspondent ne pouvant alors surement se 
presenter. On peut done, en toute generalite, dire que. si la fraction 
qui correspo[id au couple {p. y) est anormale. I'un an moins des 
quatre determinants consideres est nul, et reciproquemenl. si I'un 
des quatre determinants est nul, la fraction est anormale; done : 

La condilion necessaire e{ suffisante pour que la fraclion e/ui corres- 
pond au couple (p. f/) soit normale est que chacun des determinants 



soit different de zei 
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De cettc proposition se conclut immcdiatemcnt cette autre : 

Pour que le Tableau soil uniquemenl compose de fractions normales, 
ilfaut et ilsufjit que tous les determinants 

soient differents de zero. 

32. Un memo determinant se retrouve dans Tetude des singularites 
dequatre couples differents; ainsi A^sera a considerer pour les quatre 
rouples 

Supposons nul ce determinant A^^ et voyons quels earacteres pre- 
sentent les quatre fractions correspondant a ces quatre couples. 

Nous ecrirons ainsi les equations en / qui correspondent a chacun 
d'eux : 

(I) <7,/o -+-^,_,/, -h. . .-h ^/i-Y^v =o, iL-p-hh •.. p-^f/'^ 

(II) ai^ilii-haiti -h. . .4- az-^/Y-hi =o, ir=p-\-\, ..., ^_f-</-hi; 

(III) ail^ -h ai^ili-h. . .-h ai-g-ilq+i = Oy inzp-^l, ..., ^-+-^y-|-i; 

(IV) OiIq -H ^/_i /,-!-.. .-+-<7/_y/^ =0, /=:/?-|-2, ..., /> -+- 7 -h I . 

Soit m^^m^, ..../n^ la solution principale du systeme (I); elle 
donne lieu au svsteme d'identites 

(A) rt/m„H- rt/_imi-4-. . .-h <7/_^/?i^=i(), iz=:p-\-i, ..., p^q^i^ 

dont la derniore est unc consequence de Thypothese A^ = o. 

Si, dans le groupe (11), on substitue aux inconnues les valeurs o, 
mo, m,, ..., m^, on oblient les identites (A); onlesobtient encore 
en substituant, dans le groupe (HI), aux inconnues les valeurs m^, 
w,, ..., m^, o, et encore, sauf la premiere, en substituant, dans le 
groupe (IV), aux inconnues, m^^ m,, ...,/w^; on conclut de la que les 
fractions qui correspondent aux quatre couples sont egales. 

33. C'est la evidemment un cas particulier du theoreme du n" 26: 
lors meme qu'on a reconnu que pour les couples (/?, y). (/^ -i- i » ^ -m) 
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ies fractions sont Ics memes, on peul affirmcr, en raison du iheoreme 
(Ui n" 24, que cette meme fraclion coiTespond aiissi aux couples 
(p,q -hi) el (p -h i,q). Mais il esl possible d'aller plus loin el tl'ob- 
tcnir il nouveau le th6oreme du n" 26. Dc ce que o, m„, m,, .... m,, esl 
la solution principalc du systeme II, onconclut en efTet 



pl, par s 






I'l i-nlin. en appliquant la proposition du n" 14, 

Cette I'galite montre que. si ij/„ est au moins egal a Irois, '1^+,,,-,, est 
plus grand que un, et. pai' suite, la meme rraction qui figure dans Ies 
cases (p,(j)el(p-\-t,q+ i)se relrouve dans la case (/j -i- 2, y-i- i>); 
si '^p^ est au moins egal a quairo, la fraction se retrouve en outre dans 
la case (/) -t- 3, (/ + 3), el ainsi de suite. Si done, revenanl aux nota- 
tions deja employees (n" 17), on a une fraction -j; pour laquellc 



la fraction llgurera dans Ies cases 



(B 



(ra 



I). (By 



3), 



(ra 



"'). 



et, par la proposition du n" 21, la demonstration du tlieoremc s'acheve 
aisement. Cette methode esl, comnie on voit, peut-etre on pen plus 
simple que celle-la memo tjue nous avons employee: elle ne fait pas 
connailre aussi complelement la variation des sinf;ularites. 



34. Des dilTercntes propositions qui precedent, on conclul aisement 
que la condition uecessalre et suftisantc pour qu'une meme fraclion 
corresponde aux couples (p, q) et (p + i, q + i) est que le determi- 
oanliliK, soil nul. 
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Pour qu'une meme fraction figure dans toutes les cases d'un carre 
donnc, a priori, et ayant pour cases aux sommets les cases 

(cj, 9), (cj-hm', 9), (cy,9-hm'), (gj 4- /n', 9 -+- m'), 

il faut et il suffit, en vertu du theoreme du n** 24, qu'elle figure dans 
toutes les cases en diagonale 

(cy,9), (cj -Hi, 9 -h 1), (cj-H 2, 9-f- 2), ..., (CJ-+- m', 94- m'); 

et, pour cela, il faut et il suffit que tons les determinants 

soient nuls. 

De cette proposition resulte la possibilite de former une fonetion v 
telle que les fractions rationnelles approchees aient, dans le Tableau 
correspondant, telle disposition donnee, a priori^ que Ton voudra, des 
qu'elle satisfait au theoreme general du n® 26; nous ne discuterons 
pas davantage ici cette question. 

35. Le determinant A^ appartient a une classe de determinants qui 
se rencontrent frequemment : ce sont des determinants oil toutes les 
files d'elements paralleles a Tune des diagonales sont formeeschacune 
d'elements cgaux. M. Kronccker ( ' )♦ en quelques pages ou Ton trouvera 
aussi les points les plus importants de la Bibliographic (^) relative 
a ces determinants, a montre a quelle question generale se ratta- 
chent toutes celles oil de semblables determinants ont ete rencontres. 



(* ) Auszug alls' ei/iem Brlefe dcs Hcrrn Kroneckcr an E, Scherlttg ( G6U, Nac/iric/itcN, 
p. "27i->79; 1 881). 

(>) Jacobi, Journal de Crelle, I. 13; i835; I. 30; i84'j. — Cayley, Journal de Liou- 
ville, t. XI; 1846. — Joaciiimstiial, Journal de Crelle, I. 48; i854. 
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SECONDE PARTIE. 

LES KIIAC.TIONS CONTINUES SIMPLES. 



I. — Fr^limisaires. 

'Ml. Cette seconde Parlie est consacrec a I'etude des rapports qui 
existent entre la tlieorie de I'approxinialion par des fractions ration- 
nelles et la tlieorie des fractions continues, rapports qui ont ete, en 
premier liou, remarques par Lagrange. 

La premiere tentative faite pour repr^senter par une fraction con- 
tinue une f'onction d'une variable est due a Euler ('); jusqu'a lui. Us 
fractions continues etaienl cntierenient dcmcurees dans le domainede 
la Tlieorie des nomhres. Le problcme qu'il sl- propose et resoul est 
d'obtenir une fraction continue telle que ses reduiles successives 
soient rcspeetivement les polynOmes obtenus en Irmitanl une serie a 
ses di(rerents termes succcssifs. II considbrc. en particulier, le cas 
d'une serie procedant suivant les puissances entibres positives et 
croissantes (I'nne variable .r; la fraction continue qu'il obtient a ;ilors 
la forme 



oil a designe une conslante. et x une fraction continue oii tous les 
numerateurs particis sont dea monomes du premier degre. et tous lea 
d^nominateurs des binomes du premier degre. II n'y avait evideramenl 
pas lieu de rccbercber I'ordre de I'approximation fournie par les di- 
vcrses reduites, et la nature memc du probleme qu'il s'etait propos6 
conduisait Euler a la seule des fractions continues correspondant a la 
fonclion qui put lui cacber la veritable nature de ces expressions. 
.4pres Euler, Lambert (') doit etre cite comme ayani donne un deve- 



(') EULEE. Introductio in Analjstit hifinilorion, t. 1, Sg 368-373. 

(') LtXBeaT, Bcitriige sum Gebraiicke der Malhcmalik and deren Anwenduag, I. 11, 
i" Parlie {fenvaadlung der Jirucke); 1770. On Irouve encore (§2ij dans ce M6moira 
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Joppement en fraction continue de quelques fonctions. On sait la 
belle application qu'il en a faite pour demontrer Tincommensurabilite 
de e et de z; mais, restant etroitement attache a la Tlicorie des noni- 
bres, il ne fait absolument aucune remarque sur la nature des reduites 
de ses fractions. Celles-ci, obtenues d'ailleurs par la metbode fort pe- 
nibledcs divisions successives, se presentent avec des elements frac- 
tionnaires; Lagrange les devait bientot retrouver sous la forme la plus 
convenable pour nous. 

L'eminent geometre a consacre a la theorie des fractions continues 
deux Memoires. Le premier, ajoute en Note a TAlgebre d'Euler, a (rail 
aux fractions continues simples qui se sont offerles tout d'abord en 
Arithmelique; c'est assurement une de ses plus belles reuvres didac- 
(iques. Le second Memoire (') seul se rapporte a ce qui nous occupe 
ici. II y est expose une metbode generate qui permet d'obtenir un 
developpement en fraction continue de Tintegrale d'une equation dif- 
ferentielle quelconque a une seule variable independante, puis la me- 
ihode est appliquee a quelques exemples parliculiers. La forme des 
developpements obtenus doit particulierement etre remarquee. Le 
premier d'entre eux est relatif a (i -\- xX\ d'ou ceux de log(i -i-.r) 
et e"^ se deduisent comme cas limiles, et Ton a 



./• 
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iil>, i)l>', lib'' designant des fractions continues oil tons les numerateurs 
partiels sont des monomes du premier degre, et tons les denominateurs 
partiels I'unite. Appliquant ensuite a ces differents developpements 
une transformation fort simple, ils s'obtiennent chacun sous deux 



cello rcmarquo quo la serie au inoyen do laciuelle la fraclion continuo a etc oblenuc pout 
^tro divergento et la fraction convergeiitc; clle est 6nonc6o sousccUe forme : « Wirhabon 
demnach hicrdurcli ein Mittel don Werth unendlichor Roihen auch flir diejcnigon Fiillo zu 
findon, wo die lloihcn selbsl divcrgircnd wcrden. » 

(}) Sur r usage des fractionx continues dans ic Calcul integral {^oui'cawc Me'molrex 
de rJcadcmie rojale des Sciences et Belles- 1 jcttrcs de Berlin, annde 1776. — (Muvrcs de 
LrigrangCy t. IV, p. :^o 1-339.)- 



formes iiouvelles 
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lo{;(t + J) _ 
loE(n-J) _ 
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£. £,. £'. £,, £" f t I c j designeril des fraclinns rontiniit^s ofi Ions 
les numerateurs piirticls sont des monumes du second degre; les de- 
iiominaleurs parliels sent des binumesdu |)remier degre, saufpour [s] 
oil ils sont tous egaux a un. 

Apresavuirencoredonne les developpemenls de Uii}^.r, dearc tangx 
el quelques aulres, qui, pour la forme generale. ne dUlerent pas des 
precedents, Tillustre geonietre ciierclie (ti" 19) a reduirc ces frac- 
lions en fractions ordinaires. « ce qui donnera lieu, dil-il. ii lies 
consequences imporlantes sur la nalure de ces inenies fractions ». Ces 
consequences sont que le developpemont en serie entiire dp chacune 
des reduites coincide avee celui de la fonction. « jusqu'a la puissance 
de X inclusivemcnt qui est la sonime des deux plus liautes puissances 
deo^dans le numerateur etdansle denoniinateur u. C'est sur cede con- 
clusion, qui clablit completement le lien cntrc les deux tlii^ories. que 
se terniine le Menuiire. 

Ucpnis Lagrange, d'aulres developpements de fonctions particti- 
litres onl ele obtenus, parmi lesquels il faut ciler le developpement 
celebre de Gauss, relatif au quotient de deux series hypergeometri- 
ques; mais smcun type de IVaction, different de ceux que nous avons 
cites, n'a ete presente. Tous les developpements auxquels on a eu 
alfaire. duns le cas. qui seul nous occupe. de .r infiiiiment petit, k\>- 
parltennent a Tun des types precedents, ou s'y ramencnt de suite en 
prenant pour variaiile une [)uiKs;itice enliere de Jr. 

;{/. Quelle est done leur nature"? 

On observe tout d'abord que cliacun d'cux offie de singulii-res irre- 
gularites u son debut. 
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Si Ton s'en lient a la partie reguliere, on Irouve quatre Formes 
iliflerentes que nous avons designees respect! vement par d., iil>, £ et 

I 3], a savoir : 

(XX „ ax 
'\^^=.\ -\- ax -\ ;= — iU» -- I H ^— 

\ -\- bx \ I H 



y.r yx 
I -H c.r H ' I H '- — 

I -h. 1 ^-. 



I H- ^.r H ^ I -\ !- ; 

i-hco- I f- IH 



• 1 



a, fl, Yf . . . , a. A, c, . . . (lesignant des constantes. 

Sont-ce done la efl'ectivement les seules formes qu'il y ait lieu de 
considerer, et, pour une foncfion quelconque, peuvent-elles toutes 

qnalre etre obtenues? Peut-on, par exemple, trouver pour -^—^- '- 

nn developpement ayant la forme \z]1 Aujourd'luii encore, la forme 
i. d'Euler n'est pas consideree comme pouvant donncr des fonctions 
ralionnelles veritables approcheesd'une fonction; dans son exposition 
de la tlieorie des fractions continues, Heine ne la mentionne pas : il ne 
ronsidere comme generale que la forme ii5> (*)• ^' '^^ formes c el |c| 
ne s'y rencontrent que dans des cas particuliers. 

Kn second lieu, pour une fonction donnee, combien y a-t-il de frac- 
tions ayant une forme donnee; pour —^ > par exemple, nous 

•,4' 

avons mentionne deux fractions avant la forme z ; en exisle-t-il encore 
d'autres ayant la meme lorme? 

Telles sont les plus importantes des questions qui se posent imme- 
diatement. 

38. Dans ce qui suit, nous allons montrcr : 

Que les irregularites qui s'observent aux debuts des developpe- 
ments donnes sont, en realite, soumises a une loi fort simple; 



( * ; Heine, Handbuch tier Ku^elfu/icito/w/t, 1. 1, p. 2()G ol sui\ .: 1878. — A vrai dire, dans 
I'unique forme que I'auleur considere comnio gc^nc^rale, les numerdleurs parliols sonl des 
fonctions enlicres el les ddnoniinaleurs partiels sonl ejianx a I'linile (§ 66); mais, le cas 
sp<3cial ou cello forme se r^duil k la forme ili> mis k pari, il serail peul-^tre fort difficile 
dc ciler un seul exemple d'une fraclion conliniie de ceUo forme. 

.4un. Ht CF.C, Kormalv, 3* Seric. Tome IX. S.b 
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Que, dansle cas general, (rois types de fractions rt-giilieres, -X.. n!., £. 
et trois sculemcnt, sonl a considerer; 

Que la foriric [j;] n'est (|ii'un cas d'esception ol dolt etre regardee 
commo rontrant dans \e type general s, uii devcloppemenl dc cclte 
forme [s] elant ainsi, en general, impossible a obtenir: c'cst rexempie 
le plus simple de fractions continues regulieres exeeplionnelles. eti 
nombre iUimilc, oU'rant des types eiitieromcnt nouveaux; 

Que. dans le cas general, 11 existe une infinlLc de ileveloppemenls 
de chacune des formes x, nt, c, et aucun des autres formes, la fnrriu^ 
-l, d'Euler doiiuant commo les autres des fractions ralionnellcs appru- 
cliees verttables. ft non pas sculement de simples polynomes. 

En (in, tous ccs rcsultals soronf obtenus comnie cas parllculiersde la 
methode generale a employer pour obtenir, pour une fonclion en- 
lierement quelconque, tons les developpemcnts en fraction continue, 
non plus reguliere, mais assujeltie seulemenl a otre cc que nous 
appellerons simple. Nous entendons par la une fraction oil les nume- 
rateurs parlicis sont des monomes de degre enlier positif, et les deno- 
tninatcurs particis des polynomes egalemcnl de degre (juelcoiique, 
ayanl un terme constant different de z6ro. L'etude de la convergence 
dc ces fractions nous conduira a quelqnes resultats interessants. 

II. — Sur la definition des fractions continues; fractions continues 
simples et rdgulieres. 

39. A rexempie de qiiclquesauteurs. nous inlroduirons pour I'ecri- 
ture d'une fraction continue, les nouvcaux symboles -i- et - delinis 
par les formules 



Pour la regularite des notations et du langage 
;uer deux formes de fractions continues, a savoii' 



nousdcvuns 



(U) 
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Nous los dirons elre rospectivement dc \di premiere et dc la deujaieme 
forme. Nous nous exprimerons, quand il n'y aura pas lieu de distin- 
j?uer cellc des deux Formes dont il s'agit, comme si nous ne parlions 
que de Tune d'entre elles; mais les formules, si elles ne sont pas 
identiques pour Tun el Tautre cas, seront ecrites pour chacun d'eux; 
(telles qui se rapportent a la premiere forme etant designees par (I), 
celles qui sc rapportent a la deuxieme Ibrme par (11). 

Nous appellerons fractions continues partielles de la fraction conti- 
nue les fractions continues limitees 



ao aj ; a. 



(I) rti, flTi H -•> at-\ 1 ^» •••> 

vfiv ^1 «! ; 3Cj a, • a, • a, 

(II) — 1 — H > — H H > .... 

(i^ ax a-i Ox aj r/j 

Si, par un calcul purement formel, nous reduisons chacune d'elles 
a la forme d'un quotient de deux polynomes entiers relativement aux 
lettres a et r/, elles deviennent respectivement les fractions 

IJ, U* U, 

v^' v,' vV •••' 

que Ton nomme les reduites de la fraction continue. La reduite ^ cor- 

respond a la fraction continue partielle terminee par le quotient in- 
complet a/. 

La regie dite loi de formation des reduites s'exprime par les for- 
mules 

qui permettentde former successivement les polynomes des suites U,, 
Ua, U3, ..., V,, V2, V3, . .., en partant des deux premiers de chacune 
d'elles, 

(11) • 
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De ces formules se deduit la suivante : 



(I) 



U(V^^., ^U,-^,V,-(— i)'+ 



applicable pour toutes tes valeurs entieres positives de i, et celle-ci : 



V>Vp.. 






(-D'a.a,... 



V» Vp ~ VpVpH v,,.,\v, ■" v,_,v, 

applicable pour toulcs les valeurs cutieres positives de p et q, q i'lant 
plus grand que p, 

40. line fraction continue limilee esl une expression al}<ebriqur 
elemenlairc; pour un systeme de valeurs des lettres a et a, elle a une 
valcur numerique ou est denuec de sens suivant que les operations 
indiquees sent possibles ou ne le sont pas. Si elle a une valeur nume- 
rique, la dernii^re reduite calculee par la loi de formation des reduitcs 
a aussi une valeur numerique, et ces deux valeurs numeriques sont 
egales; mais la reciproque n'esl pas vraie. Par exemple. la dernierc 
reduite de la fraction 



est egale a zero, landis que cette fraction esl denuee de sens. 

C'est done faire une convention arbitraire que de completer la de- 
finition de la valeur d'une fraction continue Umilee, en la considerant 
comme toujours egale a la valeur de sa derniere reduite. Ce comple- 
ment de definition se justice par la consideration de fractions oi't les 

quantites a et a sont des fonclions de variables x,y, z Soil j-,, 

^0. 2j, ... un systeme de valeurs de ces variables pour Icqucl la frac- 
tion n'ait pas de sens, mais tel que pour cbacun des points d'un cer- 
tain cliamp de x^. ,Vo, =o.  .  etie en ail un. Pour ces points, la frac- 
tion continue est egale a sa dernierc reduite. Si, dans ce champ, cette 
reduite est continue, sa valeur au point ^o> ^g- ^ot --  est ta limite de 
ses valeurs successives quand x, v, s, ... tendent respeclivement vers 
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^o« Vot -«• ••• i^ans sortir du champ considere. Attrihucr, par cons<'»- 
quont, en Xf^, Vq, z^, .... a la fraction continue, la valeur que prend en 
ce point la reduite, c'est completer la definition de manierc a oI>tenir 
une fonction continue. 

De meme, si Ton s'en tient a Tanalopie avec les series, on doit de- 
finir la valeur d'une fraction continue illimitee comme la limite, sup- 
posce d'ailleurs exister, de la suite formee par les valeurs de ses frac- 
tions partielles succ^essives. Si cette suite a une limite, la suite formee 
par les reduites en a une egalement, et les deux limites sont egales. 
Mais la suite des reduites peut etre convergente sans que Tautre le 
soit. Par exemple, la suite des fractions partielles de la fraction con- 
tinue 



I • r II I 

I 1  1  

I 1 I 1 I 



est divergente puisque celles de ces fractions qui sont terminces par 
les quotients incomplets de rang 4» 6, 8, . . . n'ont aucun sens. La suite 
des reduites, au contraire, est convergente. 
Des formules 

on deduit, en effet, pour i impair, 

en sorte que, pour etablir la convergence, il suflit de le faire pour la 
suite formee par les reduites de rang impair. Or, pour i impair, on a, 
en vertu des formules precedentes, 

Ces reduites de rang impair sont done celles de la fraction continue 

I • I • I • 1 • 

I ! 1 \ h..., 

'.i I I I 

et forment, comme on sait, une suite convergente. 
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lei encore, il esl fucile de monlper. on supposanl les elements tie la 

fraclion conlinue fonctions de variables x.y, z I'avanlage qti'il 

y !i il completer In detinition en considerant la fraclion conlinue 
comme tuiijours egalo ii la limile, supposee exister, de la suite des 
rcdiiiles. Supposons que, pour les valours j-„,yB, z^. ... des variables, 
une infinile de iVaclions partielles soient denuees de sens, landis quo. 
an contraire, pour tons les aulres points d'un certain cbainp de a-,, 
/o, =0. ... loules eelles d'entre elles dnnt le rang surpasse un nombre 
determine, en aient un; si, dans ce domaine. In suite des reduites est 
uniformement convergente, el si toutes les reduites. Ji parlir d'un 

rang determine, sonl des fonclions continues dea-, y. z la limite 

de celte suite est egalement une Tonction continue de ccs viiriables. 
Done, attrihuer en x„, y^, z^, ... a la fraction continue, pour valeiir 
numerique. la limite de la suite des reduites, c'est encore completer 
la definition de inaniero a obtenir une fonction rontinuo. 

Nous avons afTaire, dans ee qui suit, ii des fractions cnnlinues oil 
les quantites a et a sonl des functions d'une variable x; nous adople- 
rons done, comnie delinition de l» valeur de la fraclion, celle qui re- 
sulte de la consideration de la suite des reduites. Les fractions conti- 
nues partielles ne jouent plus des lors aucun role, et une fraction 
continue n'est plus a considcrer que comme un algoritbnie commode 
pour tigurer une loi de I'ormation dc deux suiles de polynomcs. 

41. Si les elements d'une fraction continue sonl des polynontes 
enliors en x, ses reduites sont des fractions ralionnclles, irreduc- 
libles ou egales a cerlaines fractions ralionnclles irreduclibles. 

Reciproquement, elaul doniiee une suite de fractions rationnolles 
irreduclibles 

Ii, Ii, L, 

VV \\' \,' "" 



idles que les expressions 

U,, V,, L,V,.^,- 



i;,..V,. (i 



soient differentes dc zero, on pent tonjours former une fraction con- 
tinue ayatit pour elements des polynomes entiers en x et dont les re- 
duites successives soient respecllvcmenl egales a ces fraction;;. II 
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rosulte, en efTet, des rormulesdu n" 39 que, etant donnees les (l(»iix 
suites de qutnnlites 

ii y a, si V, est egale ii i, une fraelion continue dc la premiere forme, 
et une seule, telle que ces suites soient celles formees respectivement 
par les numerateurs et par lesdenominateursdes reduitessuccessives; 
les elements de cette fraction sont donnes par les formules suivantes, 
on V, doit etre suppose ej^^al a Tunite : 



(I) 









(II) 



n,— 



V„ 



a, — — 



«,— 



l',_.v,-i:,V,_, 

11/ ,V/-l/V;- , 

II. \ . II. V . ' 



(/::.), I, .», . . . ). 



De meme, les deux suites donnees determinent une fraction conlinur 
<le la seconde forme et une seule; ses elements sont donnes par les 
formules 



ai= U,, 






xr- -— r 






f rt,= V,, Hi— I--, 

^ 1 






1 — «), .| « •), . . . ^« 



On voit que, en j^eneral, les elements de ces fractions continues 
sont des fractions rationnelles. Mais on pent evi<len)ment, sansalterc^r 
la valeur des reduites, multiplier les elements de la fraction continue 
par des polynomes tels (ju'on la transforme en une autre oil tons les 
elements soient des polynomes enliers en x, Le numerateur et le de- 
noniinateur d'une reduite quelconque sont encore des polynomes en- 
tiers en X, mais qui ne sont plus necessairement premiers enlre eux, 
Les reduites de cette nouvelle fraction continue sont respeclivement 
egales aux fractions rationnelles irreductihles donnees. 

Le probleme de la recherche d'une fraction continue, dont les ele- 
ments soient des polynomes entiers en x et dont les reduites soient 
egales a des fractions rationnelles irreductihles donnees, admetainsi 
une infinite de solutions. Mais, parmi ces fractions continues, nous 
allons ne considerer qu'un groupe important forme par celles que 



nous noiiiinerons \cs fractions continues simp/es, ct pour lfs<|uel)es le 
pruliletiie ne peut plus iidniellre qu'une seulo solution. 

■12. Une fraction continue sera tUte simple si k-s numerateurs par- 
tiels sunt d«s inonomes entiers en .t- dont lo coeflliiient el le dfgre 
sunt din'ei'ent's de zero, sauf [lour a, (juj doit etrc une constanlc difTe- 
rente de zero, et si. en onlre, les denominateurs parliels sont des po- 
lyniimes enliers en .r ayani un lerine constant different do zero. 

De celte definition dceoutent imniedialement deux consequences 
qui sont le fondenient de toutes les proprietes des rraclions continues 
simples. 

La premiere est que tons les numerateurs et d^noniinateurs des 
r/-(luitea d'urie ri'Hction continue simple out un lerme constant diffe- 
i-KUt de zero, Les q nan tiles a,- s'iinnuleiit, en elFet, sauf a,, pourir = o, 
tandisque les quantites a,- se reduisent cliacune a une constantedifle- 
rcnte de zero; on voit alois, par les rurmules qui exprinient la loi de 
lormation des reduiles (n" 'A^). que, si U,., el VV, out cliacun uii 
terme constant dilfereut de zero. U,- el V, en ont egalement un. Or les 
polynomes D,, V,, L'j. V.j en oiil iliacnn uu, done nussi les polyiiomes 
II, et V,. 

La seconds conse(|uence est ijue, pour une fraction coulinue simple, 
\i's quan tiles U^V,, , — U/_,, V, se reduisent cliacune ii un mon6me en- 
tier en X, ayant un coefficient dilFerenl de zero, el un degre qui croil 
quand i augmente. 

43. De ces proprietes se deduitd'aliord rirreduclibilili' des reduiles 
d'une fi'actiun continue simple; d'un cole, en effet. les polynomes L', 
et V, ne t^ont ni I'un, ni I'aulre divisibles parx; de i'aulre. lis ne peu- 
vent avoir d'aulre far.tcur commun qu'une certaine puissance de .r : 
done ils sont premiers entre cux. 

En second lieu, les redultes d'line fraction continue simple sont 
toutes diffcrentes enlrc elles. Cela resulte des deux derniei'esl'ormules 



du n" 39; si, en elfet, les reduite; 



et,- 



elaient idenliques. le pre- 



mier niembre ile Tune ou de I'aulre de ces Ibrmules serail identique- 
menlnul. Op. en raison de la nature des qnanliles ll,V,+, — l'/^,V;. 
le sccund rnembrc est evidemment le produitd'une certaine puissance 
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(le X par line qu.inllte qui, pour x = o, est continue et differentc de 
zero; pour une valeur de jt tres voisine de zero, ce second mombre est 
done different de zero; il n'esl pas identiquemenl nul, et I'impossi- 
bilite est manifeste. Ainsi : 

Les reduites (V une fraction continue simple sont des fractions ration- 
nelles irreductibles toiUes dijjferentes cntre elles. 

Kemarquons encore que la difference ^ — -^* est infininient petite 

en meme temps que a:, et que son ordre infinitesimal croit en mem(» 
temps que Tentier posilif/> plus petit que y. 

44. II resulte du theoreme precedent qu'il ne pent y avoir qu'une 
seule fraction continue simple, telle que ses reduites successives 
soient respectivement ej^^ales a des fractions rationnelles irreductibles 
donnees 

 « i • -^-^ • • • • 

* 1 ^1 * 3 

les suites 

sont, en effet, celles que doivent alors former respectivement les nu- 
merateurs et les denominateurs des reduites successives. Mais il est 
evident qu'une fraction continue simple, soit de la premiere forme, 
soit de la seconde forme, ne correspondra a ces deux suites que si les 
polynomes qui les composent satisfont acertaines conditions. Ces con- 
ditions sont faciles a determiner. 

D'apres ce qui precede, les polynomes U et V devront avoir cbacun 
un terme constant different de zero, et cbacune des quanliles 

*-/^ i-f I — t-J/_n^ I 

devra se reduire a un monome entier en .r, avant un coefficient diffe- 
rent de zero, et un exposant qui croit quand / augmente. De plus, 
evidemment, les polynomes U,, Ua. V,, Vo devront etre tels que les 
(juantites 

(I) a,, a„ r/,, 

(II) a,, cr,, aj, a^ 

Ann, de VF.c. Normale. 3* Seric. Tome IX. ^.y 
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prcnnenl hpspoclivcmprit les formes ([iiVllfs snril ;issiijellii's ii iivftir 

dans une fraction cnntinne siin|il('. 

Ces conditions necessaipes sont siidisantes. Si piles soiit remplies, 
X, sc reduit, en efl'et, quand i est plus gnind que t. ii un monoine 
eiilier en ^ dont le coefficient et le degresonl differenlsilezero; mais. 
en outre, a,- est hien un polynome entier en x ayant un termo conslanl 
drlTi'rcnt de zero, ear c'csl le quotient dii polynonic l',-jV,— r,V/_j 
p;ir Ic inonome U,-_jV,_| — U,_,V,_a, et, en verlu dc la relation 



rfl,f,., = l',. 



il tie s'anniilc 



<Mil inliii 



pour 



iij. Nous somnies convenus dc re^arder iinc fraction enntinu<^ 
coin me convergcnle, quand la suite dc sos reduiles est cotivergeutc; Ih 
limitc lie cette suite est ators ia valeur dc lii fraction conttniie(n" 40). 
Dans lo cas oil Ton a all'aire a tine Iraclion continue simple, il est alse 
dc penclrer davanlage la nature de cctlc limjte. 

Reniiirquons d'aliord que Ton pent toiijours stipposcr, dans les poly- 



(11 1 «|, a,, a 

le tcrme constant rendu e^al a I'uniLe: dans unc fi'action continue de 
In premiere forme, on rendra aussl Ic terme conslaiil de a, egal ;i 
I'unite, en divisant la fraction par une qiiantite constanle convenalilc. 
Quand tons tes lermcs constants des polynomcs a out ainsi ele rendiis 
egauxii I'linite, ccux des polynomes U et V sont aussi e;j;aux ii runttfi; 
dans ne ([ui suit, nous snpposerons qn'il en est ainsi. 
I'ar la I'orniule 



li,_ lip 



V/A,.-, 






(- 



"^I'K^I 



I'elude de la convergence dc la suite des re.luites t 
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(le h serie i Hi mi tee : 

(^ ) ' 

f \   / Tr Y^ V V V V • • • • 

Les niiinerateiirs des lermes do eetle serie sont des monomescMitiers 
dont les exposants vonl en croissant quand on passe d'une fraclion ii 
la suivante; ce sont des termes conseciitifs de la serie entiere : 

( (I) g,— gjgj 4- gjgjg^ — ...-}-(- I )'*gjg,. . .g„-h. . ., 

/ ( II ) — g| gj -r- gi gj gj — a, gj gj gv -h . . . — ( — I )'* gj gj . . . grt -h . . . . 

Soil ( C) le cercle de convergence de celle serie. 

(lonsiderons un ensemble (II) de points du plan lels qne, pour 
(diacun d'eux et pour toutes les valeurs de Tenlier / superieures a un 
nombre positiffixe A, on ait 

/i<|V,|<N, 

// et N designant deux nombres positifs tixes. Pour cbacun des points 
de I'ensemble (H), la serie (S), oil Ton suppose p plus grand que A, 
et la serie (S') sont convergentes et divergentes en meme temps. I.a 
fraction continue converge done en tons les poinis de Tensemble ( H ) 
qui v^iont interieurs an cercle (C), elle diverge en tons les points de 
cet ensemble qui sont exterieurs au cercle (C). Kn raison de cetl(» 
propriele, nous nommerons le cercle (C) cercle de convergence de Id 
fraction continue simple, 

16. D'apres cela, une fraction continue simple ne converge pas 
necessairement en tons les points interieurs a son cercle de conver- 
gence; toutefois elle ne saurait etre divergente en un tel point que 
s'il donne lieu a la circonstance suivante : on doit pouvoir, avec des 
termes de la suite illimitee 

(0 |v,(x)j, iVj(.r;;, ;v3(x)", ..., 

former une seconde suite, illimitee egalement, 

/,y, k, , .. etant des entiers positifs, qui ait zero pour limite. 
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O'abonI, cette circonstance se presente si la suile (i) rt'iifernie un 
nombre ilDmile de lernies nuls; il est evident qu'alors la t'rartion con- 
tinue r>st tiivergente, puisqup ses veiluifes sont irnHluctililes. Su|>pn- 
soiis (ione ce cas esclu. 

Siijipriinons (in ia suite (i) lous les ternu's nn!^. el soil 

(S) J„ S,. £,. ... 

une »nile illiniilee di* nnmbi'es positil's decruissanls, qui ail zei'i) pour 
limite. S'il n'y a pas tin seul des tei'mes de bi suite (i) qui soit plus 
petit que e,, la fraction continue est evideinment convcrgenle; sinon 
soil |V,(a;)| le premier des tei-mes de la suitP (i) plus petit que e,. 
Soil ej un lerme de la suite (i) qui soit plus petit que [ V;(a:)|; s'il 
n'y a pas uq seul des termes qui. dans la suite (i), viennent appi's 
|V,(j-)|, qui suit plus petit que C- la fraction continue est conver- 
(jjonle; sinon soil |\Vy(a)| le premier des termes venant apri;slV,(a-)| 
plus petit que C. Soit e!, un terme de la suite (e.) qui suit plus avance. 
dans eelle suile, que le lerjiie ej, el qui soil plus petit que | V,..y(iF)|; 
nn verra de nieme que la fraction continue est convergenle ou liien 
qu'd exisie un terine |V/^;^,(jt)| de la suite (i), plus avance que 
lV,,y(j7')] el plus pctitque e',. En continuant ainsi, on voil que Tunc 
on I'autre de ces deux conclusions s'impose : ou bien la fraction con- 
tinue est convergente. ou bien I'on pcut (brmer avec des termes de la 
suite (i) une secondc suite illimitec (2) dont les lermes soient plus 
petits respeclivement que des termes £,. e!,, e,, ... de plus en phis 
einigiies de la suite (e), et ayant, par consequeni, zero pour limite; 
c'est ce que nous voulions demontrer. 

La fraction continue n'ost pas non plus nccessairemenl diverj^enle 
en lous les points extencurs au ccrcle de convergence; un raisonm-- 
ment semhlable ii celui que nous venons de faiie niontre toatefois 
(|u'ellc ne saurail elrc convergcnie en un tel point que si. avee des 
termes de la suile (,1). on pent formei' une suile (2) avanl rintini 
pour limile. 

On a ainsi celle proposition : 

L'ne fraction continue simple est convergente a I'interieur de son cerclc 
de convergence, sauf, peia-Stre, en ckaque point x tel que. en supprimanl 



Si:n LA KEPRKSENTATION APPUOCIIEE d'uNE FOXCTION, ETC. S. 53 

de la suite formee par les t^aleurs ahsolucs en ce point des denominateurs 
des reduites successii^es an nomhre limite on illimite de termes, on puisssr 
obtenir line suite illimitee ayant zero pour limite, 

Unc fraction continue simple est diver gente a rexterieur de son cercle 
de convergence, saufy peut-Hre, en chaque point x tel que, en pwcedant 
comme il rient d'etre dit, on puisse obtenir une suite illimitee ayant Fin- 
fini pour limite. 

17. Supposons que tons los points d'une partie (y) du plan inte- 
rioure an cercle (C) appartiennent a I'ensemble dc points (H); dans 
ce champ (y) la fraction continue detinit unc fonction_y de x : 



(I) 



(il) 



> 


— 




-h 


y 









(__ iV>-^'a,a,. . .^,,4-1 (— i)''-^*aja,. . .x 



p-*-i 






Le polynome V^ no s'annule en aucun point du champ (y), car/? ost 
suppose plus grand que A; la serie qu'il faut ajouter au premier terme 
du second membre pour avoir v, et que nous .ivons appelee S, est uni- 
formement converj]:ente, car ses termes sont, en valour absolue, plus 
potits (|ue coux d'uno serie convergonto a termes positifs, facile a 
former; en outre, les termes de la serie sont des fonctions continues 
de X. On conclut de la que y est une fonction continue dc x dans le 
champ (y ), contour compris. 

Soit X un point quelconque interieur au cham|) (7); considerons 
un cercle ayant ce point pour centre et un rayon assez petit pour qu'il 
soit lout entier interieur au champ. Dans ce cercle, chacun des termes 
de la serie (S) est developpable en une serie entiere convergente, el il 
s'ensuit que Ton pent obtenir, en prenant pour inlermediairo une serie 
a double entree absolument convergente, la fonction v sous la forme 

d'une somme ayant pour premier terme la fraction rationnelle ^, el 

pour seconti terme une serie entiere convergente. On en conclut <|ue 
la fonction y a une derivce au point x; ainsi : 

Dans toute partie du plan interieure au cercle de convergence et dont 
tons les points appartiennent a I'ensemble de points (H ), la fraction con- 
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linite simple dejinii tine fonclitm analylique conlinue uniforme de j-. 
l/esisteriL'R de la derivee n'cst toutet'ors pas Htablii' pour los points dii 
cnntoiii- tic ia parlie consideree dii {ilaii. 

18. l,a principalc dll^ciilte dc I'etude de la I'Oiivcriit'nre d'liiie frac- 
lioii conlinue simple se li'ouvc dans la detenninaliun de Pensenible de 
points { H ); eetle deternii nation reniille dp Telude dii pnlvnoriie Vrt(-r ) 
(|uand /( >;i'iiudil inde(iniiiu-nl. 

IJn L'as uti 11 i!st partieiilii'remcnt faisile dp determiner quels sont 
(■eu\ des points d'nne parlie (P) du plan qui appartiennenl ii Tcn- 
>enil)le {H") est celui oil, diills eelle partie (P). le polynonie V,(ar') 
lend nniloiinenuMU vers line ronelion roiinue; toute parlie du plan, 
apparlcnant ii ( P), oil le module de cetle fonetion resle sitperieur ii un 
nuiiibre positif fixe, lait alors parlie de rensemble (H ). Si. en parli- 
riilier, la IbncLion limile est continue, son module restera supeneur 
;i (HI nombre positif fixe dans toute parlie dn plan qui no contienl 
aiii'uti ZL-ro de la Ibnclion; dans ce eas, tons les points de (P), sauf 
eeiix qui correspondent ii des racincs de la ronclion linitte. sont des 
points de I'ensemble (H). Ces remarqnes Inmvenjnl plos lard leiir 
application. 

19. ^M point de vue de I'etude dp la convergence, on voil comblen 
il _v a interct a ce que Ih loi de succession des polynomcsV,. V,.Vj. ... 
soil simple; el coiume eelte loi de succession dp|iend evidemment de 
eellesdes elements de la Triiction continue elle-ineme. on est conduit 
ii distingiier, parmi les IVactions conlinues sitnples. celles oil cetle loi 
de succession oU're quelque reyularile; line classe qui joue un role 
considerable est formee par celles r[iie nous appellerons/rac/fonj: con- 
linues regulieres ct que nous detinirons iinniedialenienl. 

line fraction conlinue reguliere est une fraction continue siin]>le 
dans laquclle, avec exception permise pour les elements 

tl) ",. a,; 



lous les num 



d^-nominateurs partiele. 



rateurs parliels out le me 
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Nous serons d*ailleurs amenes, dans certains cas excoplionnels qui 
seront completenfient precises, a nous ecarter un peu de cette defini- 
tion. 

III. — Les fractions continues de Tensemble (K). 

50. Les fractions continues (PKuler et de Lagrange, que nous avons 
citees dans le n*' 36 sunt dcs fractions continues r(V4:ulier«'s, et, par 
consequent, des fractions confmues simples. Comme Ta remarque 
Lagrange, les reduites de ces fractions font partie de I'enseinhle (K) 
relatif a la fonction qui leur a donne naissance; on est ainsi aniene a 
rechercher comment on doit choisir dans Tensemble ( E) des frac- 

IT i: ir 

lions vr- vr"'T^' •••' pourqu'ellessoient les reduites successives d'unr 

fraction continue reguliere, et plus generalemenl, d'une fraclion con- 
tinue simple. 

Les reduites d'une fraction confmue simple etant toutes differenles 
entre elles, nous pouvons nous burner a la consideration des fractions 
distincles de Tensemhle (K), et Ton est Jiinsi ramene a la conception 
geometrique du Tableau des fracUons dislinctes telle qut* nous Tavons 
exposee dans le n" 27. C'estsur ce Tableau seul qu(» vonl porter main- 
tenant nos raisonnements, et comme sa notion repose essentiellement 
sur le theoriMne de la distribution des fractions de Tensemble (K), 
rimportance de ce theoreme et Tunite de notre etude vont se trouver 
entierement mises en evid(?nce. 

51. Pour arriver a connallre comment doivenl elre cboisies, dans \v 
Tableau des fractions distinctes, des fractions pour qu'elles soient les 
reduites d'une fraction continue simple, nous examinerons d'abord la 

L LI 

nature des expressions de la forme L/V;i — IaV,, oil . - (*^ v>- designenf 

deux fractions quelconques de ce Tableau. 

(ihercbons d'abord quel est le degre de ce polynome. Soient gt,, hta, 
O/, ^A l^*i^ degres respeclifs des polynomes T^, l'^^, V^, Va. Le degre di* 
U/ Va est GT/-I- 0;t, celui de UaV/ est nr^t -+- O/. 

Si les quantites ct/H- Of, et cTyt-t- O/ sont inegales, 1(» degre du poly- 
nome U/Va— UaV, est egal a la plus grande des deux. Or, de la 



relation 



CT; O/ ETjI- C^jI-, 

Dans It; I'^bleau, loutes les fractions pour lesqiielles tn — o a une 
riii'nie valeiir sont situees sur une nieme droito paralli'le a la dlagunalp 
principals dii Tableau. Cello droile estd'autantplusbasse que la valeur 
de CI — 9 est plus petite, en aorto que si celle de ces lignes ii la(|uelle 
correspond la fraction .-^ est plus elevee que celle a laquolte corrfts- 
porid la fi'aclion ^> on a 

EJ,— 9,>G7(— ?*, 

el. parsiiile. 

on en conclul que le degre du polynomc V,\\— U,V, est alors egal 

Si les quantites ta,-)- y^, t3*-l- 9,- sont egales, Ic ilcgrc du polynome 
U,V;(— U*V,. est. en general. e|j;al ii cette quantite. Mais, exceptton- 
nellemcnt, il peut etre plus petit. Dans le Tableau relatif a la function' 
y = — - ' -- — > parexcmple, ce cas exceptionnel s'olfre pour lesfrac- 
lions qui correspondent aux cou|)les (o, i), (2. 3). Dans le Tableau 
relatif a e*. deux fractions quelconques de la tile prinoipale qui ne 
sont separees que par uneseiile troisienie fraction de cette file ofTrenl 
la menie circonstance. 

On peut ainsi f^noueer cette regie : 

Si la Itgne parallele a. la diagunale principale stir lai|U('lle est la 
fraction f^ est au-dessus de celle sur laquelle est la fraction^, le 
degre du polynome U, V;^— UaV,- est ci, -f- 9*. La meme rijgle est gene- 
ralement encore applicable quand les deux lignes coTncidenl, mais. 
exccplionnellement, le degre peut alors etre plus petit. 

(^hercbous maintenant le degre du lernie de nioiudre degre dans le 
polynomc U,- V* — U^V,- 

Supposonsd'abord lafraclion r^ uioins avaucee dans le Tableau que 
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la fraction -rJ^; on a alors 



T^<CT,?j< ■'icji^i; 



niais des relations 



U- I' 



on deduit 

ce qui montre que le terine de moindre degro du polynome est de 
degrey]^^^.. 

Si Ics fractions sont egalemenl avancees, iq^.^. est egal a yJch^i; '^ 
degre est alors encore, en general, egal a cette quanlile; mais il pent 
etrc aussi, exceptionnellement, plus grand, comme on en a un exemplc 
avec les fractions qui correspondent aux couples (2, o) et {o, 2) dans 
le Tableau relatif a e*. 

On arrive ainsi ii cette regie : 

Si la ligne perpendiculaire a la diagonale principale sur laquelle est 

la fraction — est avant celle sur laquelle est la fraction ^^^ le deffre 

du terme de moindre degre dans le polynome U/V;^— U^V/ est egal a 
^cT.9f I-*^ meme regie est generalement encore applicable quand les 
deux lignes coincident, mais, exceptionnellement, le degre pent alors 
etre plus grand. 

Ceci pose, supposons que la fraction ~ ne soit sur aucun des pro- 

longements des diagonales du carre relatif a tt? el qu'elle soit la plus 

avancee des deux fractions. Si la droitc parallele a la diagonale prin- 
cipale sur laquelle elle se Irouve est au-dessus de celle qui est relative a 

rr> les degres extremes du polynome U/Va— UaV/ sont gt,h- ?/H-//^-f- 1 

et cT;t-t- 9/; si elle est au-dessous, ils sont gj,-i- O/H- W/-t- i et ct/4- o^; 
on a done necessairement suivant le cas 

Le polynome U/Va— UaV, a, en general, plusieurs termes; pour qu'il 

jinn, de VEc. Nor male, 3* Seric. Tome IX. i^.8 
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soil un inonome, il faut ol il suffit que I'on ait, suivant le cas, 

CO qui montre qu'un des cotes du carre relatif a ^ doit avoir au 

» A' 

inoins une parlie commune soit avoc le cote vertical de droite, soit 
avec le cote horizontal infericur du carre relatif a xr^ c'est-a-dire que 

Vj 

le second carre doit etre contigu au premier (n® 8). 
Rcste a examiner le cas oil la fraction ^ est sur le prolongement de 

Tune ou I'autrc des diagonales du carre relatif a —• 

Supposons-la d'abord sur le prolongement de la diagonale qui est 
parallele a la diagonale principale; le degre du terme de degre infe- 
rieur du polynome U/V;^— U^^V, est gt/ -h 9/ -h /w/ 4- r, celui du terme 
de degre superieur est au plus egal a GT/-h O/i, On a done 

^/■+- 9ki^i-^ 9/4- w/-t-i. 

Si ^ff est egal a 9/-i-//i/-h i, le polynome so reduit siirement a un 
monome, et le carre relatif a ^r ^^^ encore contigu au carre relatif 

a y-; mais, si 9^^ est plus grand que o^-h/n,-!- i, Texpression pent etre 

un polynome ou un monome, le degre du terme de degre inferieur du 
polynome, ou le degre du monome etant egal a cT/-h9/-h/W/-f- 1. 

Si la fraction est sur le prolongement de I'autre diagonale, on voit, 
par la mcme methode, que le polynome se reduit a un monome si le 

carre relatif a ~ ^*^t contiffu a celui qui est relatif a xr- Si les carres 

Va- " ' V/ 

no sont pas contigus, Texpression se reduit a un polynome ou a un 
monome; le degre du polynome ou du monome est necessaircmenl 
plus grand que gt, -h o)/ -h //i/ -h 1; il est ts^-hOi ou GJi-h^A suivant 

que y- est sur le prolongement vers le haut, ou sur le prolongement 

vers le has de la diagonale. 

Nous obtenons ainsi ce theoreme, oil, par premiere diagonale d'un 
carre, nous entendons celle des diagonales de ce carre qui est paral- 
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lele a la diagonale principale, et i^SiV seconde diagonale du carre, I'autre 
<liagonale : 

Soient r^' et ^ deux fractions du Tableau ^ et supposons que la pre- 

rniere riy soil pas plus avancee que la seconde. 

Si les canes relatifs aux deux fractions sont contigus, l* expression 
V i\ii — \ih^ i *^ reduit a un mondme de degre egal a uj^ -f- ^/ -h m/ -h i . 

.SV les Carres ne sont pas contigus, l* expression est, en general, unpolv- 
ndme dont le terme de degre inferieur est de degre cr, -h ^/ -f- /W/ -4- i , ^/ 
celui de degre superieur de det»re cr^i H- ^/ ou nr^-h o^ suivant que Von a 
^A H- 9/ = GJ/ H- Oa ou gta -h ^/ ^ GJ/ -h ^A- ^^W'^* cas d* exception seulement 
pem'ent se presenter : i" Quand les premieres diagonales des carres sont 
sur une m6me droit e; il pent alors arriver quune reduction sopere entre 
les termes de degres superieurs de V expression qui les fassc disparaUre ; 
cette reduction pent aller jusqua ramener I 'expression a un mondme 
dont le degre sera egal a uii -f- ^/ -+- m^ -f- i ; 2" Quand les secondes diago- 
nales des carres sont sur une m^me droite; il peut alors arrwer quune 
reduction sopere entre les termes de degres inferieurs de r expression qui 
les fasse disparaUre; cette reduction peut aller jusqua ramener l* expres- 
sion a un mondme dont le degre sera egal a la plus grande des deux 
quantites gj, h- (p^^ ^k -^ ?/• 

5'2. Supposons maintonanl quo, dans notre Tableau, aucune des 
deux reductions exceptionnelles mentionnees a la fin du theoreme ne 
sc presente, et imaginons que les reduites d'une fraclion continue 
simple de la premiere ou de la deuxieme forme soient des fractions de 

CO Tableau. Soient vf— , v^j t/ trois reduites consecutives; nous 

connaissons les conditions auxquelles satisfont les quantites (n"44) 

(1) u,_,v,_,-u,_,v,_„ 

(•0 u,-,v, -U, v,_,. 

D'abord, de ce que la premiere se reduit a un monome, on conclut 
que les carres relatifs aux fractions ^7^ et ^7^' sont contiffus. 

En second lieu, on voit immediatement que la fraction ^^ est 
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moins avancec que la fraclion it^-^' car. s"il n'en etail pas ainsi, Ic 
dcgre du monomc {3) ne serait pas plus grand que celui du nio- 
nome (i). 

Enfin, si la fraction continue est de la premiere forme, la premipre 
reduite est unc fraclion lolle que le earre eorrespondant a un cote sup 
le liord superieup du Tableau; si elle est de la seconde formp, la pre- 
miere reduite est unc fraclion telle que le carre correspondanl a un 
rote sur le bord lateral du Tableau. 

Tellessont Ics conditions qui reglcnt la situation dans Ic Tableau 
des reduites de In fraction continue. 

Rcciproquement. soient ^, —> ^'.   une suite de fractions prises 
dans le Tableau et satisfaisant a ces conditions, on peut s'assurcr im- 
mediateraentqiie la fraction continue correspondanle est simple, si toii- 
tcfots on prend unc fraction continue de la preniiiire forme ou dc la 
seconde forme suivant que r^ est une fiaction du bordsupcrieur ou du 
bord lateral du Tableau. 

Nous avons alnsi cc llieoremo : 

Pour oblenir une suite dc fmclions du Tableau ( E) suppose sans cas 
ejcccplionneh, telles qu'eUes soient Ics reduites successives d' unc fraction 
continue simple, U faut et il suffit qu'elles soient choisies de lafa^on sui- 
i'ante : 

i" La premiere fraction de la suite devra 6tre une fraction du borddu 
Tableau ; 

■2° Les carres correspondanls a dewv fractions eonsecutives quelconqites 
devront loujours Stre conligus : 

"i" Une fraction tjuehonque devra loujours 6t re plus avancee duns le 
Tableau que celle qui la prece'de. 

II resulte de cc thcoreme que si les rednites successives d'une frac- 
tion continue simple appartiennent tontcsau Tableau (E), el les fornieDl 
necessairement unc suite de fractions rationnelles de plus en plus 
approcbces de U fonction. 

53. Considerons maintcnant le cas plus particulier oii le Tableau (E) 
ne sc compose que de fractions normales ; nous supposons encore. 
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i-omme dans cc qui precode, qiraucun des caf^exceplionncls iiiontion- 
i\6.s ii la fill du tlieoromc dti n" 51 iic so prcsente. 

Trois fractions consoculives A, B, 0, f»i$ant partic d'uiie suite dc 
fractions correspondant a une fraction continue simple, peuvcnt offrir 
iicuf dispositions clifTerentL'S que voici : 



':^"!Ti 


TT 


Tc 


c 


U-. 






A 

u 

c C 



A 

c""c 



1.0 Tahlcan (2) est simplement ii; symetrique du Talilcau (1; par 
rapport a une paralitica la diafi;onale principale nienee par.\. Au-dc;- 
sous dc diaque fraclion C ligurcril deux nonihrcs; ce sont lesdeffres 
dcs elements a pl a de la fraction continue qui cori'esponitcnl a cetle 
fraction C; on les oblient aisenient au inoyeii des regies que nous 
avons vtablios anlcircurenicut, rt il est alors immediat do voir quelles 
Kont Ics dispositions qui peuvent conduire ii des fractions continues 
reguliercs (n" lO). 

Pour oblenir une telle fraction, il faut. en efTel. clioisir dans lo Ta- 
bleau les fractions (le telle sortc que tous les elenientsa aient le nienie 
degre, ainsi que tons les elements a. On voit lout d"aliord (juc Irois 
types ri'guliers seuls sont possibles, puisque, dans les dispositions prc- 
cedeiites des fractions A. B, C. on ne Irouve (|ue trois couples dc 
noriibros, ii savoir les couples 



(1.0, 



(■<.'). 



II est niaintcnant aise de voir que lous sont possibles. (AHisiderons 
d'abord le couple ('-i.i); il ne sc presente que dans le Tableau (;i); si 
done Ton a une fraclion continue reguliiire ou lous les numeratcurs 
partiols soient du second degre et tous les denominateurs partiels dn 
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premier (ingre, trois reduUes conseculives queleonques A, B, C ofTrl- 
I'oiil Time (les Irois disposiliuas indiqiiecs dans ce Tableau ; in.iis B, C 
I't la fraction siiivantc devroni aussi |iresenlet' I'lint; de ces dispuisi- 
tions; doHc la fraction C. iie pent etrc que la fraclion du Tableau (3) 
qui PSt situec sur une memo droite avoc A el B. Ainsi les reiluiles de 
la fraction continne sont les fractions successives d'une droite paral- 
lidft ii la (liagonale priiu-ipalc. La reciproque est evidenle. Ce type de 
fraction continue rejjuliere est celui que ntms avonsappcle anterjeure- 
menl G, la secondo forme de Laj;range. 

On etablit absolument de meine que an couple (t ,o) cori'cspond la 
premiere forme do Lagrange, que nous avons nommee ift. Ce couple se 
presenle dans los Tableaux ( I ) et (2). Si Ton considere Irois fractioiiR 
A, B, C de Tun de ces Tableaux, les deux fractious B, C devront avoir 

I'une des dispositions afTecteea par A et B dans I'uu quelconque des 
memes Tableaux. 11 est facile d'en conelure que la suite de fractions a 
adopter pour avoir une fraction continue reguliere oil tons les nuine- 
rateurs parliels soieni du premier degr6 et tons les deuominateurs par- 
liels du degrezero doit iHre telle que, quand on passe d'une fraction 
:i la suivanle, on se de[)lace parallelement a I'un des bords du Tableau. 
si Ton passe encore a la suivante. on se dcplaceparallelemenl a I'aulre 
bord, et ainsi de suite: la forme generale du cbeinin est ainsi celle 
d'un escalier a degres egaux ayanl pour direction generale celle de la 
diagonals principale; les deux premieres fractions de la suite doivent 
a|>partenir a la |)remi('>re tile boriiioutalc ou a la premiere file verlicale. 
Reciproquement, a une suite de fractions ainsi cboisies correspond 
une fraction reguliere de la forme v.,. 

La consideration du couple (i . i) montre de meme que. pour oblcnir 
une fraction continue reguliere ayanl tons ses numerateurs partiels el 
tons ses denominateurs particU du premier degri^ on doit prendre 
toutes les frai'tions d'une droite pai'allele a I'un quelconque des bords 
du Tableau. On a ainsi la form<- de fraction continue que nous avons 
designee par -A.. La fraction d'liuler est le cas oil Ton prcnd les frac- 
tions de la premiere file horizontale du Tableau. 

Nous pouvons resumcr foul cect en disant : 

Dans tin Tableau sans cas exceptionnels vt compose uniquement dc 
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fractions normales, on pent choisir de Irois inanieres differentes des /rac- 
tions defagon a obtenir les reduites successives d* une fraction continue 
reguliere; ce sont les scutes manieres possibles, 

A rune quelconque de ces manieres correspondent une infinite de frac- 
tions continues re gulieres pour toutes lesquelles les elements a de la part ie 
reguliere ont le mfme degre, ainsi que les elements a. La difference^ au 
point de rue de la forme, entre deux quelconques de ces fractions^ se 
trouve dans leurs parties irre gulieres qui dependent de Ui premiere fraction 
de chacune des suites, cette premiere fraction pom^ant Hre, en effet, une 
fraction quelconque du bord du Tableau, 

54. Revenant maintonant a un Tableau entierenicnt quelconque, 
voyons quellcs modificalions il y a a apporter aux resultats prece- 
dents. 

Reprenons le raisonnement qui nous a servi a obtenir la situation, 
clans le Tableau, des reduites d'unc fraction continue simple. II repose 
sur la consideration des deux quantites 

(2) U,_,V,~IJ,V,..,. 

La quantite (i) etant un monome, on en conclut que les frac- 
tions VT^^ et yf^ offrent, dans Ic Tableau, Tune des trois dispositions 

V|-i V/_i 

suivantes : 

Ou elles sont contigues; 

Ou bien elles ne sont pas contigues, mais les premieres diagonales 
des Carres correspondants sont sur une memedroite et, par une reduc- 
tion exceptionnelle des termes de degres superieurs, I'expression 
L'i-2 V/_ , — U/_, V/_ 2 est ramenee a un monome; 

Ou bien enfin elles ne sont pas contigues, mais les secondes diago- 
nales des Carres correspondants sont sur une meme droile et, par une 
reduction exceptionnelle des termes de degres inferieurs, Texpression 
II/_2V,_, — lJ/_, V/_2 est ramenee a un monome. 

(]eci pose, nous distinguerons trois cas, suivant que la fraction ~'^ 



1 aussi avancec, dans !e Tableau 



esl moins avancee, plus avancee 
(jue la fraction r^ : 

1" La fraction ~^ esl moins avanciie quf la fraction y^'- C'est la 
situation de cello fraction ^^~ qui ri'gle alors le degrc du mon6nie(i); 
pour que le degre du inononic (3) soit plus grand que lui, il faut et il 
suflil que la fraction ^^^ soit plus avancee que rr-^- 

■2° La fraction y^' est plus avancee que la fraction y^- C'est alors 
la situation de la fraction ^^ qui regie le degre du iiionome (i); pour 
que le monuinc (2) soit de degrc plus grand, il faut et il suffit que ~ 
soit avanree dans le Tableau romnie ^'-^' et ne lui soil pas conligue. 
inais (Uinne lieu, avec elle, ii la reduction cxcejitiounclle par laquclle 
I'expression (a) est ramenee a un monoinr. 

3" Les fractions ~^ et -—^ sont egaleinent avancees. Pour que le 
degre du monunie (2) soit plus grand que celui du monorne (i), il 
faut alors et il sufllt que la fraction ~ soit avancee dans le Tableau 
cumme cliacune des deux autrcs; de plus, elle doit etre plus eluignee 
de la fraction —^ que cette fraction n'est eloignee de ^r^; enfin elle 
doil donner lieu, avec y^' > k la reduction exceptionnelle par laquelle 

I'expression (2) est ramenec a un monome. Le second point s'etabUt 
aisement en comparant, dans chacune des six dispositions que peuvenl 
ofTrirles trois fraclionsegalcmenl avancees, Icsdegresdcsmonomes (i) 
ft ( 2 ). 

oij. Cos resultats nous pernictlraient d'enoncer mainlenant un theo- 
reme entiercmcnt analogue a cclui du n" .'iS, niais beaucoup plus 
complique, et dont I'cnonce ne differerait guere de ce qui vienl d'etre 
dit. Nousnele ferons pas el nous nous restreindrons au cas plus parli- 
culier auquel on est ramene par la remarque suivante. 
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Des que la fraction ,.— n'est pas moins avanceo, dans le Tableau, 

^ /-I 

que '-—9 Ics fractions ^7^ et ,-.- y sont egalement avancees et cJonnent 

lieu a la reduction exceptionnelle par laquelle I'expression (2) est 
ramenee a un monome. Alors cctte memc circonstance se presente ne- 
cessairement pour deux reduites consecutives quelconqucs de la frac- 
tion continue, dontle rang est au moins egal a i — i. Mais nous avons 
etabli que toutes les reduites d*unc fraction continue simple illimitee 
sont differentes entre elles, et, (Pautre part, le nombre des fractions 
qui, dans le Tableau, sont egalement avancees, n'est pas indefini : 
done la fraction continue est necessairement limitee. Ainsi, si les 
reduites d'une fraction continue simple illimitee sont des fractions du 
Tableau, chaque reduite est surement plus avancee, dans ce Tableau, 
que celle qui la precede. C'est ce cas qui va nous occuper maintenant. 
Voici alors comment doit etre modifie le ibeoreme du n" 52. 

Pour oblenir line suite de fractions du Tableau (E) teUes qu'elles soient 
les reduites successii'es dune fraction continue simple illimitee, ilfaut et il 
suffit quelles soient choisies de la fagon suivante : 

I'* La premiere fraction de la suite devra Hre une fraction du bord du 
Tableau ; 

2" /a'S Carre's correspondants a deux fractions consecutives quelconqucs 

rr > ,r-— devront toujours Hre conti^us ; ou bien nHre pas contigus mais 

avoir leurs premieres diagonales sur une m^me droite, les fractions etant, 
en outre ^ telles que U/V/^ , — U/v, V/ se reduise a un mondmvi 

y^ Une fraction quelconque devra toujours Hre plus avancee dans le 
Tableau que celle qui la precede, 

56. De celtc proposition se deduit celle-ci dont nous n'avons encore 
etabli qu'un cas parlicniier : 

.SV les reduites successives d* une fraction continue simple illimitee sont 
toutes des fractions rationnelles approchees d'luiefonction^ elles forment 
necessairement une suite de fractions rationnelles de plus en plus approchees 
de lafonction. 

En admettant qu'il y ait des fractions continues simples dont toutes 
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ies reduites soient des fractions t'fitionncllL's approchees d'linc fonctiuii 
donnee. ccfte pi-oposition peut aisement s'etablir en papprochanl b 
remarquR qui termiiie le n" 43 de celle dun" 29. Elle met enlii'i-einent 
en evidence la nature des tVactions continues simples en tant i|ue foe- 
mules d'appru&imation. 



57. Occupuns-nous maintenaut de, la reclieiche des t'ractiuns eonti- 
nues regulieres illimilees, en supposant le Tableau compose tiiii(|ut;- 
ment de fractions normales. 

Tpois fractions conseeutives A. B, C laisant partie d'une suite do 
fractions correspondant ii une fraction continue simple illimitee peu- 
vent olFrir une infinite de dispositions dilTerentes (I'oirci-contre). 

Nous avons encore ecrit au-dessous de cliaque fraction C Ies de^res 
lies elenifinls a et a de la fraction continue qui coirespondi-nt ii eetle 
frartion C; cependanl, ii cause des reductions exception nclles qui pen- 
vent se produirecnlre Ies fractions de noire Tableau, on ne peul fixer, 
pour certaines situations de la fraction C, que le degre qu'a I'elemeiit 
a quand il ne se produit pas de reduction: dans ces cas, nous avons 
I'critce degre, mais en le faisant suivre d'un signe nioins, pour iiuM- 
(|ucr que le degre de a peul eire plus petit. 

Les dcgres des elements a sont tous cgaux a un dans le premier et le 
deuxi(?nip Tableau, puis a deux, a quatre, a six, a huit. etc., respeeti- 
voment dans le Iroisieme, le quatriiMiie, le cinquieme, le sixieme. ete. 

II n\v a maintenant qu'a reprendre le raisoniiement deja fait ante- 
rieurement pour obtcnir les fractions continues regulieres qu»nd, dans 
le Tableau, ne s'oifrait aucune reduction cxceptionnelle. 

On retrouve d'abord immediatement, pour les fractions continues 
regulieres oil I'element a est du premier degre, tes formes que nous 
avons appeiees,!., et ii!., suivant que lesdegresdes elements « sonl tous 
egaux a un ou tous egaux ii zero. Les dispositions des fractions, dans 
cliacun de ces deux cas, sont celles qui ont dejk tile decrites. 

Pour les fractions continues oil tous les elements a sont du second 
degi'e, les choses se modifient. La consideration des dispositions ligu- 
rees dans le Tableau (3) montre d'abord que si les reduites d'une 
fraction continue reguliere illimitee, oil tous les elements k sont du 
second degre, sont des fractions de i'enseniide (K), ce sont surement 
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les fractions success! vcsd'uDe droite paralleled la diagonnle principale. 
Mais la reciproque n'est pas vraie. Pour uiie telle suite de fractions, 
tous les elementa a soront bien du second degre, mais, a cause de re- 
ductions even tuelles possibles, on nepeutaflirmerriuc tousles elements 
a seront du premier degre; si quelques-uns etaiont dos constantes, la 
fraction ne serail pas reguliere. Mais elle se relrouverait reguliere, et 
d'un type que nous n*Hvoiis pas encore re neon tre.s'i I arrivait que tousles 
elements a fussent des constantes. Nous sommes ainsi en presence dt> 
deux types de fractions continues regulieres a numerateurs partielsdii 
second dej(re; dans le premier £. dejii olilenu, les denominateurs par- 
tiels sunt tous du premier de^re; dans le second [a], ils sont tous des 
constantes, au moins ii parlir du denominateur a^, et c'est la la legerc 
extension dc la definition des fractions continues regulitres dont nous 
avons deja parle(n"49). Les fractions de la diagonale principale du 
Tableau relalif a e'^ donnent naissance a one fraction continue regu- 
liere de cc type [s]; c'est Tune des fractions de Lagrange que nous 
avons citees. 

Passuns aux fractions continues regulieresoii relementxeslduqna- 
trieme dcgre. Les dispositions ligurees rians le Tableau (4) inonlrenl 
que les reduites d'une fraction continue regulii'rc illiniitee de cetle 
nature sunt des fractions prisi^s de deux en deuxsur une parallele a la 
diagonale principale du Tableau (E). A une telle suite de fractions m* 
corresponds pas, en general, une fraction continue reguliere; pour 
qu'il lui en correspondc une, il faudra tout d'aburd que deux fractions 

i-ons^cutives quelconqucs y^. ^-^ li'' '^ suite soient telles que la 

[|uantite U,V,+ , — Li,viV,' se rcduise a un monome; cola elant. tous les 
elements a seront du quatriemc degre; il faudra, en second lieu, que 
lous les elements a, doni chacun peut etre ties degres 2. i , o, aieut le 
ineme degre. Ainsi se presentent trois types do fractions regulieres ii 
iiumeratcui's partiels du quatrieme degrc. Comme exemple, on peut 
eiler les fractions de rang impair de la diagonale principale du Tableau 
relatifa e"; la fraction continue correspondante a tousscs numerateurs 
partiels du quatrieme degre, et lous ses denominateurs parliels du 
second degre. 

Des considerations analogues sont applicables aux fracUons regu- 
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lieres oii les e!emenls a sont du sixieme degre. Elles correspondpiil a 
(ies fractions dti Tableau (E) prises de trois en trois sur une parallele 
a la iliagonale pi-incipale. e.l conduUent a quatre (ypes nouveaux de 
fractions continues regulieres. On passe ensuite aux fractions conti* 
nues regulieres oil les elements a sont du liuitii'me de^re, etc. 

fl8. En resuinant ce qui precede, on voit que le nomhre des frai-- 
tions continues r^guliei'cs illimilees qui peiivent etre obtonues au 
moyen des fractions d'un Tableau (E), unrquement compose dc frac- 
tions normal es, ne pent etre fixe en general, et depend de la nature des 
fractions du Tableau. 

Ces fractions continues peuvent fitre distinKuees en deux classes : 

1" Dans la premiere nous rangerons les fractions continues regulieres 
oil tous les numerateurs partiels sontdu premier degre. Elle renferme 
deux types, oelui oil lesdenominateurs parliels sont du premier degre 
et celui oil ils sont des constantes. Le premier est cngendre par les 
fractions d'une file quelconque, soit horizontale, soil verlicale du Ta- 
bleau, le second par une suite de fractions en esealier. Ge sont ie» 
seules fractions continues regulieres dont I'existence puisse etre affir- 
mee a priori; on peul, avec les fractions du Tableau (E), obtenir une 
infinite detractions continues de chacun des deux types. 

2" La dfiuxieme classe renferme les aulres fractions continues regu- 
lieres possibles. Elles se diviscnt en families d'apres les degres des 
numerateurs partiels. Dans la premiere famiUe, les numerateurs par- 
cels sont du second degre ; elle renferme deux types caraclerises par 
les degres des denominateurs partiels, qui sont egaux a un dans le 
premier type, a zero dans le second, Dans la deuxieme famille, les nu- 
merateurs partiels sont du quatrieme degre; elle renferme trois types 
caracterises par les degres des denominateurs parliels qui sont egaux 
a deux dans le premier type, ii un dans le second, a zero dans le Iroi- 
si^me. Dans la troisii>mo famille, les numerateurs partiels sont du 
sixieme degre, etc. L'une quelconque dc ces fractions continues nepeut 
etre engendree que par une suite de fractions situecs sur une paralltie 
a la dlagonale principale; dans une telle file, elles doivont etre prises 
contigues pour une fraction de la premiere famille, de deux en deux 
pour une fraction de la deuxieme famille, de Irois en trois pour une 
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fraction de la iroisieme famille. etc. On nc pout affirmer. a priori, 
I'existence d'aucune de ces fractions continues regutieres. Au moyen 
des fractions du Tableau, on peul oUtenir iin nombre illimite de frac- 
tions d'un type determine, ou un nombre fini. on enJin on n'en pent 
obtenir aucune. Le nombre des conditions qui doivent etre remplies 
pour que Ton puisse obtetiir une fraction d'un type determine croit 
i|U!)nd on passe d*une Camille a la suivante, et, dans une memeramille, 
quand on passe d'un type au suivant. Le premier type de la preraiere 
famillese trouve realise sans conditions, c'est-a-d ire dansle cas general. 

59. Nous avons vu (n" 43) que les reduiles successives d'une 
fraction continue simple representent. avec une approximation de 
plus en plus grande, une reduitc quelconquc de rang plus eleve; il 
n'en resulle pas qu'elles soient des fractions ralionnclles approchees 
d'une meme fonction au sens que nous avons donne jusqu'ici a cetle 
locution; on pent menie se convaincre, sur les exemples les plus 
simples, qu'en general elles no sont pas de telles fractions. 

Considerons une fraction continue simple dont toutes les reduites 
soient des fractions ralionnclles approchees d'un meme Tableau. Que 
celte fraction continue soil convergente ou divergente, comme les 
reduiles sont des fractions de plus en plus avancees du Tableau, 
celui-ci est entierenicnt defini par la connaissance de la fraction con- 
* tinue (n" 29). On ne sail rien. apriori, sur la convergence ou la diver- 
gence des fractions continues simples, en nombre illimite. auxquelles 
donne nsissance ce Tableau ; ainsi se con^:oil, dans toute sa generalite, 
un fait dont Laguerre et Halphen (') ont signale un cas particulier. a 
savoir le cas oil, a une meme fonction, correspondent une serie entiere 
divergente et une fraction continue convergente, ou inversement; une 
serie entiere n'est, en effot, comme nous I'avons vu, qu'une autre 
forme de la fraction continue d'Euler. 

Supposons que I'une des fractions continues du Tableau converge 
dans le voisinagc de I'orii^ine et definisse une fonction de cc bolo- 
morpite dans ce voisinage, le Tableau de fractions rationnellcsappro- 



{') LAGUEnHE, Bidletinde la SociM mathimatique de France, I. VII, 1879.— IUlphen, 
Vompies rendui de I'Artukmte des Sciences, t. C, i885. 
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chees qui correspond a cette fonction, n*est autre que le Tableau consi- 
(lere. II ne semble pas aussi aise de conclure quand la fraction 
continue nc converge pas dans le voisinage dc I'origine, mais dans 
une autre partie du plan a I'interieur de laquelle ne se trouve pas 
I'origine. Quoi qu'il en soit, ce fait si remarquable qu'une fraction con- 
tinue divergente, en particulier une serie entiere divergente peuvent 
fort bien definir une fonction analytique, semble comporter d'impor- 
tantcs consequences; on en pourrait tirer, en effet, une justification 
de Tapplication des regies ordinaires du calcul des series entieres, 
dans le cas oil celles-ci sont divergentes ; mais c'est la un fait que nous 
ne faisons qu'indiquer et sur lequel nous aurons Toccasion de revenir 
ailleurs. 

60. Les fractions continues regulieres sont, parmi les fractions 
continues simples auxquelles donne naissance un Tableau de fractions 
rationnelles approchees, celles dont il sera, en general, le plus facile 
d'etudier la convergence. 

Considerons, en particulier, la fraction continue d'Euler, cellequi 
est engcndree par la premiere file horizontale de fractions du Tableau; 
tous les polynomes V sc reduisenta I'unite, en sorte que I'ensemble 
(H) se compose de tous les points du plan. La fraction continue con- 
verge done en tous les points interieurs au cercle de convergence (C ) 
et diverge en tous les points exterieurs ; ceci est conforme au tbeoreme 
d'Abel sur les series entieres, car le cercle (C) n'est autre que le 
cercle de convergence de la serie meme qui represente la fonction 
dans le voisinage de Torigine. 

Si Ton connait I'expression generale des fractions continues regu- 
lieres du Tableau qui composent Tun des types de fractions continues 
regulieres, et I'expression generale des denominateurs de leurs reduites, 
Tetude de la convergence pour toutes ces fractions continues revient a 
celle d*une seule serie entiere et d'un seul polynome dont les coeffi- 
cients sont des fonctions de grands nombres. On voit ainsi que, en 
general, ces fractions doivent se divisor en groupes de fractions toutes 
convergentes ou divergentes en meme temps. L'etude de la fonction e^ 
nous donnera bientot un exemple tres simple de ce fait; nous en 
signalerons ici meme un second. 



Considorons la foitction 

log -_,^ ^ .... 

i\Jj: I— V'.r J 3 7 

Le Tableau relalif a cette fonction ne comprend que des fradions 
normalesiconsiderons les fractions continues reguliercs de la seconde 
forme engendrees par les files horizontales de fractions du Tableau. 
Pour la file de rang r/ + i, on a, des que n depasse tj -\~ i. 



{2rt-t-'i7 — ajtan + a? — I) '  " an + a^ — i ' 

on en conclut d'abord que le rayon du cerele de convergence (C) est 
6gal a I'unite. D'autre part. I'expression gentrale du terme de la suite 
V,, V est, des que/) est au moins egal a 9 — i. 



y(?- 



(a/) + i)(ap— I) 



^(-1)' 



I. a (a/,4-a^ + i){a/* + a</ — I) 

:a/, + .)(ap-.)(ap-3).. .(3^ + 3-2?) ^ 



et, dans tout le plan, ce terme tend uniformenient vers la fonction 
continue (i — wy quand p grandit indefiniment. La seule racine de 
celte fonction est a; = i, done I'ensemble (H) se compose de lous les 
points du plan hormis le point i. Toutes les fractions continues regu- 
lii'res constdereos convergent done pour tous les points interieurs au 
cerele de rayon egal a I'unite ayant son centre a Torigine, et divergent 
pour tous les points exterieurs; sur le cerele lui-meme. I'indecision 
subsiste. 

I.'une quelconque de ces fractions continues de6nissant dans te 
cerele de convergence une fonction bolomorpbe (n" 47). cette fonc- 
tion ne peul differer de 

. , ■+v/.r 
a\/.r ' \/j: 



Nous ne conoaissons pas I'expression generale des termes <Je la suite 
U,, Uj, U,, ... desnumerateurs des reduites; onvoit quece polyndme 
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tend, quand p grandil indefinimont, vers la fonction 

^ ^— log > - , 

si X est interiour au coivie de convergiMice, vi \\\\ aucune liniife si ,2- 
ost exterieur a ce corclo. 

61. Apres avoir etudie avec detail les fractions continues simples 
aiixquelles donnent naissance les fractions dii Tableau (K), nous mon- 
trerons combien les choses se compliquent des que Ton tente I'etude 
de fractions continues un peu plus generales. 

Considerons Tcn^semble des fractions continues dont les nu.merateurs 
partiels sont des monomcs entiers en a\ a coefficients differents de 
zero, ct les denominateurs partiels des polynomes entiers en ,r, ayanl 
un terme constant different de zero. Elles ne different des fractions 
continues simples qu'en ce que Texposant des numerateurs partiels 
n'y est pas suppose different de zero; mais cette simple extension a 
cependant pour consequence une modification profonde des proprietes 
de la fraction continue. 

Les quantites U/V/^., — U/^, V, se reduisent encore chacune a un 
monome ayant un coefficient different de zero, mais le degre de ce 
monome ne croit plus necessaircment quand i augmente, on sail seu- 
lement qu'il ne decroit pas. 

On ne pent plus affirmer que les polynomes U, et V, aient cliacun 
un terme constant diflerent de zero; ils peuvent elre divisibles par une 
meme puissance de .r, et, par suite, les reduites de la fraction con- 
tinue ne sont pas necessaircment des fractions rationnelles irreduc- 
tibles. Cependant le probleme de la recberclie d'une fraction continue 
de cette nature, dont les reduites soient egales a des fractions ration- 
nelles irreductibles donnees, ne saurait encore admettre qu'une so- 
lution. 

Parmi toutcs ces fractions continues, nous allons ne considerer que 
celles dont les reduites sont irreductibles; elles forment un groupe 
que, pour abreger, nous representerons par G. Les fractions continues 
simples en font evidemment partie ; en font aussi partie les fractions 
continues dont tous les numerateurs partiels sont des constantes : les 

Ann. de i'£c. Normale, 3* Serio. Tome IX. O.JO 
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reduiles cPune Iclh* fraction sont, en effel, irreductibles, puisque les 
(|iianlit(»s I /V,v, — 1',.+., V, se recluisent a des constantes. 

Nous nous bornerons au cas oil, dans notre Tableau, aucun des 
deux eas exeeptionnels mentionnes a la fin du ibeoreme du n** 51 ne 
se presente, et, avec toutes ees hypotbeses, nous allons recbercber 
quelles sont \i'< dispositions de fractions du Tableau (E) qui condiii- 
srnt a des fractions continues du groupe G. 

Pour que des fractions rationnelles irreduclibles donnees 

I. i:, L. 

v~' V~' \~' *"' 

donl deux consecutives quelconques sont inegales soient les reduites 
successives d'une fraction continue du groupe G, il faut et il suffit : 

I*' Que toutes les quantites U|V,v, — L\^.,V/ se reduisent a un mo- 
nonie dont le degre croisse ou reste constant quand i augmente. 

2" Que cbacune des expressions U/.o^/— U/V/.^ se reduise a un 
polynome ayant pour terme de moindre degre un terme dont le degre 
soil egal a celui du monome U/_2V|-< — U/«, V/_2- 

y Que Ij,, I'i, V,, Vj soient tels que les quantites 

(I) ^/i, y-i. (li, 

(II) ai, a,, aj, ^2 

prcnncnt respectivement les formes qu'elles sont assujetties a avoir 
dans une fraction du groupe G. 

Supposons niaintenant que les reduites d'une fraction du groupe G 
soient des fractions du Tableau (E). Soient 

U,-, U,-., li,- 
V,..,' V,-.,' V, 

(rois rtMluitcs consocutives ot considerons les trois quantites 
(>) lw-,V,_,-l,V,V,_,. 

CO i.',-,v,- -U, V,..,. 

{■'>) r,-,v, -u,- v,_,. 

D'ahord, los deux premieres se reduisent cliacune it un monome; 
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(lone les Carres relatifs a ^t^ et ^/^ sont contigns, ainsi que eeiix re- 
latifs a ^ ol ^'. 

Supposons maintenant que ^^ ne soit pas plus avancee que y^l 

le degre du monome (2) devant etre au moins egal a cclui du monoiiK* 

( i), ->- doit necessairenient etre aussi avancee que t^; alors (3) est 

snrement un polynome ou le degre du terme de moindre degre est 
egal a celui du monome (i). 

Si, au contraire, —^ est plus avancee que rr^, on voit, par la con- 
sideration de Texpression (3), que ^r doit etre rigoureusement aussi 

avancee que rr^» fit qu'alors(2)est un monome dont le degre est egal 

a celui de (i). 

Nous avons ainsi ce theoreme : 

Pour obtcnir une suite de f radians du Tableau {Vj) telle, que la fraction 
continue correspondante appartienne au groupe G , // faut et il suj]it 
(fuelles soient c/ioisies de la /aeon suivante : 

1° La premiere fraction de la suite devra ftre une fraction du bord du 
Tableau ; 

2** Trois fractions consccutives quelconques devront toujours ftre dif- 
ferentes entre elles ; 

3" Les Carre's correspondants a deux fractions consecutives quelconques 
devront toujours ^tre contigus ; 

4** Si, en passant d* une fraction A a la suivante B, on ne recule pas 
dans le Tableau, la fraction suiiante C devra Hre au moins aussi avancee 
que A, tandis que, si I on recule, B ^/ C devront 6tre egatement avancees. 

II resulte de ce theoreme que si les reduites successives d'une frac- 
tion continue du groupe G apparliennent toutes au Tableau (E), elles 
ne forment pas necessairenient une suite de fractions de plus en plus 
avancees dans ce Tableau, et, par consequent, une suite de fractions 
rationnelles do plus en plus approcbees de la fonclion. La seule chose 
que Ton puisse affirmer, c'est qu'une reduite quelconque C est tou- 
jours au moins aussi avancee que la moins avancee des deux reduites 
precedentes A, B. La droite perpendiculaire a la diagonale principalis 
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<\u\ corrf's|)on(i si la mnins avancee de ces deux fractions est ainsi line 
(Iroile telle iju'aiicunp fraction, a partir de A, nc pent, par rapport a 
file, se Irouver dii ineine ciMe que le sommet du Tableau. 

Celle seule coiidiliun n'empeche pas d'oblenir, dans le Tableau, une 
suite illimilec du I'raclions salisfiiisant a toulus Ics conditiuns imposi'es 
par renntice du theoreme. et dans laquelle. figure plusieiirs fnis une 
memo fraction. Mais 11 y a pins ; celte snite peut ne renfermer qu'un 
nombre limite de fraclioiis dislinctes. 

Soient A, B, .... I. J P. Q de-ii fractions successives, au nombre 

de m, d'une droile perpendictiiaire a la dia^onale principale ; suppo- 
sons qne les fractions A. B soient contigues, ainsi que les fractions 
I*, (J. Si deux aulres fractions conseculives I, J. de la suite, soiit con- 
liguiis. il y a une troisienie fraction, plus avancec que chacune d'elles, 
qui Icur est a la fois contigue ; si les fractions I, J ne sont pas con- 
tigues. cette condition peut ne pas etre realisee ; supposons que. pour 
la suite de fractions consideree. elle soil loujours realisee. On peut 
alms udjoindre a cette suite une autre forniee de /» — 1 fractions A'. 

H' I', J', .... N'. P'. la fraction .\' elant la fr»clion contigue a la 

fois a A et a B. et plus avancee que cbacune d'elles; B', la fraction 

analogue pour B. C Il est alois aise de demontrer que Ton peut, 

avec les seules fractions A, B, . .. , P, Q et A'. P' d'une part. et. even- 
tuellement quelques-unes des fractions B', .... N' d 'autre part, former 
une suite illimitee de fractions satisfaisant aux Irois dernieres condi- 
tions de I'enoncedu theoreme; comine il est tnujours aise de raccorder 
eelle suite a une fraction du lionl dn Tableau, au moyen d'un nombre 
liniite de fractions, le fait enonce se trouve mis en evidence. 

Recipro(|uement. supposons i|ue la suite illimitee des reduites d'une 
fraction continue dn groupe (j ne comporte qu'un nombre limite de 
Iractions distincles du Tableau, ces fractions distinctes ailectenl la 
disposition que nous venims de decrire. 

Kn particulier. on peut obtenir ainsi des fractions continues donl 
b's reduites, ii partir d'un certain rang, I'orment une suite periodique 
la I'laclinn continue elle-meine est d'ailleursaussi periodique. mais. si 
A. B. (;, ... designent les premieres fractions de la parlie periodique 
de la suite des reduites. la partie periodique de la fraction continue 
elle-meine necommenceraqu'avecles elements qui eorrespondenl a C. 
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Ces fractions continues olTrent des cxcmples bien propres a justiiier 
les considerations dcveloppees a propos dc la definition des fractions 
conlinuea, en general (n" 40). On pent, en elTet, etablir que si deux 
reduites d'une fraction continue sonl egales, la fraction partiolle qui 
correspond a la seconde est denuee de sens; si done la suite des re- 
duites est [nJriotliqne, ou meme, sans etre periodique, si elle ne se 
compose que d'un certain noiiibrc fini de quantites dislincles qui se 
reproduisentdans un onire quelconquc, toutes les fi'aclions parlielles, 
a partir d'un certain rauj^. sunt denuees de sons ; c'est Ip cas des frac- 
tions que nous venons d'()blenir. 

62. Passons niainlcnant it la recherclic des fractions regulieres dans 
iiM Tableau uniquement compose <lc fractions normales. 

Trois fractions consecutivos A, B, C faisant partic d'une suite de 
fractions correspondant a une fraction continue du groupe G peuvent 
idfrir it dispositions diHerenlcs que voici : 



CD 



<3) 



<5 



C C c C 

B B C " a~"b"c 



^ A ' A C 

____J^ la 

B A B C " c S C 

— — -_ 5"_. o» , «• 

C j C C C C C C 



A C C 

c~ c c ^ 



I,es Tableaux de la seconde lignc sont les synietriques des Tableaux 
correspondants de la |)remiere Hgne par rapport a une parallele a l:i 
iliagonale princrpale mcnce par A. On volt que cinq types reguliers 
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sont ici possibles, et corpespondpont respectivement aux couples He 

nombres 

(0,0), (O.I), (1,1), (i.o), (a,i). 

Aux Irois depniers couples correspondent les tpois fractions continues 
simples regulieres. II rests a examiner les couples (0.1) et (0.0) donl 
il n'a pas ete donne jusqu'ici d'exemples, et qui presentent celte pai^ 
ticularile que les fractions continues regulieres correspondantes no 
donnent chacunc qu'un nonibre limile de fractions du Tableau. 

On obtienl une fraction conlinue reguliere coprcspondant au couple 
(11, i) en prenant toutes les fractions d'une dpoite peppendiculaire it la 
(liagonale principate. 

Quant aux fractions continues regulieres correspondant au couple 
(11, ()), elles sont periodiques el ne fournissentchacune que trois frac- 
tions du Tableau: ces Fractions sont placees aux sommets d'nn triangle 
rectangle isosci'le dont I'liypotenuse est [icrpendiculaire a la diagonale 
principale et le sommet de Tangle droit place, par rapport a cetle 
hypotenuse, du cote oppose a celuioii se Ironve le sommet du Tableau. 
L'unedes fractions appartient ainsi. soil ii la premiere file hori/ontalc. 
soil a la ppemiirc file verticale du Tableau, et tes deux autres, alors, 
il la deuxieme file liorizontale dans le premier cas. a la deuxieme file 
verticale, dans Ic second cas. 



IV. — Etude de !a lonction exponentielle. 

C;i. Nous nous proposons mainlenant d'^ppliqurr ii la fonclion ex- 
ponentielle les theories qui precedent. 

Voyons d'abord quelle est la nature des fractions qui composent le 
Tableau relatif a cette fonction. Le determinant que nous avons appcle 
Sp^ (n" 31) est ici egal a 



/>■ 



9)! 



{P'^^)i 



-9)1 - 



(P + 9-^'V- l^-H?)! 
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oil Ton doit supposer -^ = i et — = o pour a negatif. Ce determinant 

se calcule aisement au nioyen des transformations usuelles, et Ton 
trouve 

quantite cssenliellement dilFerenle de zero, quelles que soienl les va- 
leurs de p et de q, Ainsi : 

Le Tableau relatif a e^ est uniquernent compose de fractions normales. 

Au surplus, cette proposition va resulter du calcul meme de Tex- 
pression generale de ecs fractions. 

fii. Avant de faire ce calcul, nous ferons une remarque sur la nia- 
niere dont se ratlachent Tun a Tautre les Tableaux relatifs aux deux 

functions y et - • 

J y 

Soil y la fraction ralionnelle qui, pour la function y, correspond au 
couple (/?, q); on a 



d'oii Ton deduit 



. V U^*^'^') 



Comme ^ ne s'annule pas pour x = o, on voit que ^ est la fraction 

qui, pour la function -> correspond au couple (y, ^). 

Cette remarque rend compte de la sorte do parallelisme que Ton a 
pu remarquer entre les propositions des n*** 21 et 22, et aussi dans les 
demonstrations des n^® 15 et 16. 

Si Ton suppose y = e', alors - = e~'. Si v^tH ^'st la fraction uui, 

pour e*, correspond au couple (/>, y), la fraction qui, pour e ^, corres- 

pond au couple (y, p) est fjT--:» et, par suite, la fraction qui, pour c'. 



S.8o 



H. PUit. 



 Ainsi Ips fraclioiis du Ta- 



coiTespond a co couple (g< p) eat , '_ '  
bleau relatif a e' se correspondent deux a deux : si Ton considere 
Tune queleonque des deux j'raclions qui correspondent aux couples 
(p. q) el (q<p)' il suftit d'y changer .r en — x ct d'eclianj^er les 
lermes pour ohtenir i'autre; on peut ainsi se iiorner au calcul (runt* 
partie seuleinent des fractions du Tableau, par exemple au calcul dp 
eel les pour lesquelles an A p^q. 

65. Cctte remarque permet d'obtenir tres aisement la fracliiin qui 
correspond au couple (p. q), par la resolution directe des equations 
en /; ce precede, applique par Heine (') dans un cas fort general, riR- 
cessiterait unc discussion specials plus penible au cas ou/>serait plus 
petit que q. 

line seconde melliode, non n)oins sim|de, reposer;]il sur celte re- 
marque que. la I'ormule 

donnant 

(V-+-V')e'~ l]' + (j-ir,-'). 

la fraction ^ — ri est la fraction (jui. dans le Tableau , correspitnd au 
couple (p ^ U q): il est ainsi facile de deduire de la fraction qui cor- 
respond au couple (p, q) toutes cclles du rectangle relatif ii ce couple. 
Orbien desmethodes dilTerentes ont ete donnees pour obtenir les frac- 
tions de la diagonaleprincipale du Tableau : M. Hermite.en dilTerentPs 
occasions, en a fait connaitre plusieurs {voir, par exemple, le Coiirs 
professe a l/i Fariilte des Sciences): elles s'obtienncnt encore en appli- 
quant a e^ une Ibrmule trfes generate donnee par M. Darboux dansson 
beau Memoire sur le developpenient en serie des fonclions d'une va- 
riable {Journal de Lioitville, iH^G, p. 2f)(>). Supposant connue I'expres- 
sion generate de ces fractions, on en deduirait aisement, [I'aprescequi 
precede, celle de la fraction qui correspond a un couple quelconque; 
mais, pour oblenir tous les elements dont nous avons besoin pour les 
ealculs ulterieurs, nous reprendrons la metbodc employee par M. Her- 
mite dans son prufond Memoire Sur la fonclion exponentielle {<i»\x- 



(') Handbach der Kagelfanmoiieii, i' M., I. I, p. i-}'i. 
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tliier-Villars) dans line question dontcelle qui nous occupo ici n'est 
(|u*un cas fort parliculier ; nous nous servirons des notations niemes 



de rillustre geometre. 

(>6. Soit ¥(z) un polynome en z de degre M, et 

^, , Viz) Viz) ¥^{z) 

on verifie immediatement, en prenant les derivees des deux membres, 
la formule 



/■ 



e---' ¥(z)(iz =: — €--'. i(z). 



Pronons o el i pour limites inferieure et superieure de I'integrale, on 
ol)tient 

4>(.r)e' — *,(x)=,r*'-^'.f?'. f e--'F{z)eiz, 

• 

oil 

4D (.r)r- F(o)..r»-+- F'(o)..r^-» -+-. . . ^ F^'(o), 

*,(.r)_- K(i)..r*'-h F'(f )./•**-• -h...-T-F»"(ij. 

Soit maintenant (/?, q) le couple pour lequel nous voulons obtenir 
la fraction rationnelle approchee de e*; les polynomes *,(a), $(.r) 
seront les termes U, V de cette fraction si nous pouvons cboisir F(c) 
de telle facon que les degres des polynomes $, (x) el<P{x) soientegaux 
au plus respectivement a p elk q, et qu'en outre M soit au moins egal 
a /? -hy. 

La premiere de ces conditions donne les equations 

F(i)=o, F'(i):^o, ..., F»-^-»>(i)=^o, 
F(o)=:o, P(o)=io, ..., FJ**-<^-»)(o)=io; 

pour que le polynome ¥(z) y satisfasse, il faul et il suffit que Ton ait 

F(z)=:z^-^z — i)^~P{\(z), 

(1(5) designant un polynome en z dont le degre est manifestement 
egal a /^ 4- y — M. Mais M doit etre au moins egal ik p -h q: done, ne- 

^Mfi. de I'F.e, Normale. 3* Serie. Tome IX. 9.1 1 



cossairemenl. 



M^ 



el G(:) sc reduit a une constante que nous prendrons egale k 1 unite. 
Si I'on observe que M ~p = q et que M — y — /?. on a, finalemenl. Ifts 
lurmules 

V = F'p*'! (o) + F"-''-''!©)./- -t- . . . -t- ¥ip'i>(o)j-^~' ^ F""(<.)x''. 



u 



;P^V^1 / g 



i)id:. 



(i7. Au inoyeu de ces formules. nous allons mainlenant calculcr 
loules Ifs fracliuns continues regulieres anxquelles le Tableau itonne 
iinissance, et d'abord nous nous uccuperons des fractions conlinues 
lie la premiere classe. 

Ces Tractions continues sontcelles oii. ihuis la partlc reguliero, Ics 
numeraleurs partiels k sont du premier degrc; elles sc divisent en 
deux types, selon que les denominaleurs partiels sont du premier 
ilegre ou du degre zero. 

Considerons une fraction du premier type, el soit, pour i'> 3, 



pDur olilenif une telle fraction, on doit prendre toules les fi'aclions 
du Tableau qui sont dans une meme file verticale, ou toutes celled qui 
sunt dans une meme file borizonlale ; considerons, par esemple, les 
factions de la tile borizuntale q. Dans Tune ou Tiiutre des equations 



^(!r + 3-'j')U,-_, 



pi'V,_,+ ((7 + T'x)y,_, = v„ 



rempla^ons les polynomes U,_j. U,_,, U/, ou V,_,, V,- ,, V; par leurs 
expressions generales deJuites des formules du paragrapbc precedent 
en donnant a p successivement les valeurs ( — 3, t — a. i — 1, et iden- 
lifions; on obticnt trois equations du premier dcgre en p, t, <r', qui 
dorinent 

a, — f..r— _(,■— 3).;-, «.==cr -Fff'.c = 7-(-i — i + x. 

Dans le cas acluci, la fi-action est de la seconde forme; on calcule 
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directement. au movcn des formules du n® 41, los elements a,, n,, 
a^, ^2 ^^ '^ fraction ; on a 



ai- 7-' 



I ltd 

ce qui donne, finalement, la fraction continue 



• . M 7 v^ « <7 -H I 4- X 7 4- 'i 4- ^- 7 4- 3 4- J7 7 4- 'i -1- .r 

7! — (7 — i)!^a-h...-h(— i)^a'/ ' ^ ^ ' 

ou, en rendanl egaux a Tunite tous les lerines constants des denomi- 
nateurs partiels, 

( — \)*f .r*f^^ X 2.r 3.r 

I y ! 7 4-1. (7-tL!l_(7:J:':?^ . (7H-t< )(74-3J . O7 4-^1)^(7 -+- 4 ) 

j: ,r* ( — \)*f x'f XX x x 

I- 4 ...4-- .- - IH 14 14-- o ' H 



I 



1 .2 * * 7 1 7 ^ * 7 4- i 74-3 74-4 

11 est tres facile, en raison des proprietes etablies dans le n" 61, de 
deduire de la, sans nouveau calcul, la fraction continue dont les re- 
duites successives sont les fractions d'une meme file verticale p du 
Tableau; on a alors une fraction continue de la premiere forme : 

I Xf*^^ X 'XX ^x 



X x^ xP pi p r- \ • (p-^\){p-^ '^) • (/^4-2)(/>4- 3) . (/?-+.3)(yr>4-/|) 

I -H — I H...H .- 4 1  1 4 

I l.'.< p\ X X X V 

/? 4- I p ^ >. p -\-Ci /> 4- .4 

Si, dans les deux dernieres expressions, on donne a 7 et a/?, succes- 
sivement, les valeurs o, i, 2, 3, ..., on obtient la totalite dos fractions 
de la premiere classe qui sont du premier type, lln calcul absolument 
semblable nous donnerait les fractions de la premiere claSvSe qui sont 
du second type; nous ne nous y arreterons pas et donnerons plus loin, 
dans le Tableau general, les resultats du calcul. 

68. Avant de proceder au calcul des fractions continues regulieres 
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Ac 111 deuxieme classc, nous (iovons d'abord rechercher quwleseTTes 
fifint: pour cela, suJviint lu liieoric {^eniirale. il nous faut Irouver ics 
rouplt's (p, q), (p -h h,q + U), oil h esl »n enlier posillf. lels que. si 
~ et Y^' sont les fractions qui ieur correspondent respcctivomcnl. 
rexpresslon l',V,-., — U,v, V^ se niduise ii un monome. 
Notre poiiil fic (le|)arL sera les furmulcs ( n" (>0) 



-i 



"-.(■■ 



.)'</=. 



';'•'■(; _i)«-»rf=. 



.[v,.,r 



^;_V,^, ^e-<=-' 



ft nous allons calculer los premiers termes du developpement suivant 
les puissances croissanles de a: du second memhrt'. Lc premier menibre 



nt, ail plus, do de^re p h 



- h, on \ 



'11 nous siiflit d'ofitenir 



If developpement de 1h seconde inlegrale, mullipll 



ec par 



Or, en developpant c "-"■' suivant les puissances croissantes de a. 
nultipliiinl eliaque tenne do la serie par z''{z — i)» et en se rap|» 



r'='<=- 



i)(/» + a)...(;*-Hv + i) 



on obtient, en inl( 



grant tcrme a terme. 



«-'='"' ="{=-0^^= 



d'autrc part, on a 



a)(/>+9-^3) I 



Vy^-, = (7 + /J-i-9A)! — (7 H 



on en conclul (|tK' les trois premiers coel'licienls du developpement de 
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I iV/^i ~ l^/wV| sonl, a des facteurs differents de zero pres, 

(7 -H //) (7 -4- /' - I) - ■'. ^, '^tl., (7 -^/> -H 2// - I) 

(/^-h7-h2)(/>4-7-4- 3)'^ 

Le premier de ces coefficients est, cominc nous le savions a priori, 
dilVerent de zero. Pour que U/V/^i — U,v, V/ sff reduise ii un monome, 
il faut done, tout d'abord, que le second s'annule; or on le met imnie- 
diatement sous la forme 

(p-\- i) (7 -f-/0 — (7 - n) ( />-h /Q ^ 

/> -H 7 -t- i ' 

il est nui pour A = i, quels que soient p et q; il n'est nul qm^ pour 
cette valeur tant que Ton n'a pas/? = q. Ainsi, pour deux couples tels 
que (/?»7)» (/^-f- i,y -f- i), Texpression U/V.^^ — U/^, V/ se reduit ii 
un monome. Nous aurons ainsi a caleuler les fractions continues sim- 
ples dont les reduites sont des fractions consecutives prises sur une 
tile parallel(» a la diagonale principale; celles de ces fractions (|ui 
seront regulieres constitueront les fractions de la premiere famille; 
elles pourront, d'ailleurs, appartenir il Tun oii a Tautre des deux types 
4|ue comprend cette famille. 

Quandyo = y,le coefficient precedent s'annule quel quesoit/i; faisons 
al()rs/> = q dans le Iroisieme coefficient, il devient simplement 

(p^/i)(/i — 9.) 
'.ip -h 3 

et ne s'annule que pour h = 2. Ainsi Texpression L/V/^., — U/+, V, si' 
reduit encore a un monome pour tous les couples tels que (p^ p). 
{p-h '2,p-{- 2). Nous avons done a caleuler les deux fractions conti- 
nues simples qui ont pour reduites les fractions de la diagonale prin- 
cipale prises de deux en deux a partir de la premiere; si elles sont re- 
j^Milieres, la seconde famille se composera de ces deux fractions (jui 
pourront d'ailleurs appartenir a Tun quelconque des trois types de 
cetle famille. Telles sont les fractions qui nous restent a caleuler. 

.-////I. tie I'Ec. .\ormnlf. 3" Si*rie. Tome IX. S. I'-i 



S.B(i> 



cr 



CO 



c 

II 



c 

II 



'■i 






^ 
r-"^ 






r^"^ 






■^ 



o 






O 
08 
08 
OS 



o 
•o 

o 



o 

•a 

08 

M 

1 

oa ' 

o 

a 

o 
o 

GO 

o 



o 

U 



I 






U 



■'■« 



4- 





c: 




+ 


• 






+ 




^ 



+ 



+ 



4 
?: 



CO 

+ 

"a. 

+ 



(« 



+ 



I 



+ 



+ 
+ 

Si. 



+ 

=4, 



I 





^^ • 




^ 


,^ 


H 


5, 


-j- 




^ 


c. 





+ 



■I; 

+ 
H lc< 

+ 

H I- 



14 



+ 

CO 

+ 



+ 



4- 



s 
-< 



CO 

+ 
+ 



+ 



+ 



+ 



+ 



+ 



■I- 



1 



+ 







'^ 


s 


+ 




^ 


+ 




" 



f 



+ 



i^ 
> 



+ 






■I 



^ 



+ 



+ 



i 





^■r 


^ 


+ 


rs 


{> 


-- 


^ 


£5. 


+ 




^ 



t ^ I 



I 



+ 



+ 





?« 


^i 


+ 


"^ 


Ci. 


+ 


'^ 


5. 


+ 




a. 



+ 



+ 



e. .-■ 



f 



r 
4 I- 

■f 



CO 



?J 



.S, By 



ee 
•'A 



u: 












•I 



•1- « 






+ 



^ .- 



+ 



+ 



'•I 



+ + 



+ 






+ 

H 5 



+ 
ft. 



I 



+ 



•1- 









t 

+ 



+ 



■1:  v. 



+ 



SI ft. 

T 



: I ' 
+ 



+ 



1% 

4- 



+ ' 



■I 



1. 



". ^ + 





»^ 






+ 


1 


N 


^* 




V, 


■"— ^ 






•« 


^ 


^' 


^T 


5> , 


+ 


i 




^ 


^* 




^' 


^ 




 


pn 






+ 


+ 




^^ 











+ 





r*) 




■f 


•• 


^^ 


• 


•« 




^^ 


M 


cs 


+ 


+ 


^ 


s- 




? 




^^ 



+ 

5> 



+ 



4- 



! 


• 


— 


^ 


-l- 




^^ 


-1- 










I 



I S I «N 



S I - 



■-.V- 



\ 






i»»^ 



"I- 



'- . r; 



1 ^. 

I • 

; I > 



S 1^ 



I > 



+ 



S !^ 






. L 



PO 



+ 



+ 





.ft. 


u. 






k 


9! 




U 




>? 


-^•^ 


^ 


•"^ 


'A 





■: ,« % I ^ 



I X 



I X 



Ix 









♦• 




?< 


c^ ^2 




r^ 




• r 


'"1 1 i I 




•*' 




• 


■« 




1 ^" 




1^ 


-i- 


r 


* 


- 


r 



I » 






In 



m 






V"" i 
I 



J I 






S I ^ 



I „ 



I I 

I I 



r>* 



QC 



S.88 



CADfi. 



69. CecalcuIsVffecluosansdinicultescn suivant lamcthodeqiicnoiis 
avons dejk indiquoe. On Irouvc qu'il y ii une inllnili'' de fraclions de la 
premiere famille; pjinni ces fractions une iiiCmite ap|iarliennent an 
|)reniier type a savoir (utiles cellcs qui commenreiit par une fraction 
<]u liord du Tableau autre que cello qui corn-spnnd au couple (o, o): 
ileiix seulement appartiennent mi second lype. celles qui coiiimencenl 
par cetle fraclion. Enfin les deux fractions continues simples, i|ni 
seiiles peuvent etrc des fractiuns continues regiilii'res apparlenunt it la 
scciinde famille. sont ellectivement regulreres el ajiparliennent I'unf 
ot I'antre au premier type de cette famille. 

Nous donnons ei-d(<ssus le Tableau eoinplet des resullats. 

70. Quelques-unes seiilemenl de ces fractions coiitiniies seinhleul 
avoir ete ohienues jusqu'ici. el cola par des methodes lri?s dill'erenles. 

Si Ton fait 9 = dans (2), on ohiicnt la fraction continue d'Eiiler 
relative li la fonction f* (n" 36). 

f.a fraction continue donnee par Gauss (') pour la seric hypergeo- 
metrique F(a.p.Y..r) est. parmi ics fraclions continues regulitres 
relatives a cettc fonction, celle de la premiere classeetdii second type 
qui a pour reduile initiate la fraction correspnndant au couple (ii.tt). 
IJumnie cas limitede celle fraction continue, ii est aise de deduirc celle 
relative ii r' donnee par la formule (4 ) quand on fait g = 0. La for- 
mule se Irouve dans le Memoire meme de (iauss; mais on y trouve cn- 
I'ore ces relations 



in,K(.,A,,.f) = . + ;iimF(,.A.,.j) 



-^limr 



. A. 3, r 



d'oLi il cut pu. par la meiue melhode, deduire irnnu'-diatement toules 
les fraclions continues donnees par la formule ('1 ). 

("est a Lagrange (■) que sont dues les trois aulres fractions conti- 
nues connues; dies s'obticnnenl en faisant p = o dans (3). p^% 



) Dijiijniuliones gpiiernles, 
1 Sitr I'uxage dm fri 



e. (OEitvret, I. 111. p. Ta3. Sg .1. 12. 13 et 11)- 
el«. {OEwrex. I. IV. p. 3oi. §§ 7-18). 
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dans ( *)), ct la dernierc est la fraction (7) elle-niemc. (IVst au movcMi 
de TidenLite 

7. cf! cf.y! 

\ a a -\- 7. 

<|iie lo grand geonietre deduit de la premiere de ces trois fractions les 
deux autres. On aper^oit inimedialement comment cette identife per- 
met de deduire d'une fraction continue simple dont un denominateur 
partiel est egal a Tunite une autre fraction continue egalement simple, 
ayant toutes les reduites de la premiere, sauf une qui se trouve sup- 
primee, a savoir cello qui, dans la premiere fraction continue, cor- 
respond au quotient incomplet qui precede celui qui est egal a Tunite. 

Cette simple remarque permet de deduire toutes les fractions conli- 
nues regulieres de la deuxieme classe (j), (G), (7), (8), (9), (10) 
que nous avons obtenues des seules fractions (3) et (4) de la pre- 
miere classe. 

Considcrons la fraction (3) et par I'application repetee de Tidentite 
de Lagrange faisons disparaitre les reduites de rang pair, on oblient 
la fraction (5); de meme de (/i) se deduit (6); il suffit de supposer 
p ■= o dans (>) et y = o dans ((3) pour obtenir les fractions (7) et (8); 
les denominateurs partiels de ces fractions etant egaux a Tunite, 
ridentite devient de nouveau applicable, et, en faisant encore dispa- 
raitre toutes les reduites de rang pair, on obtient les fractions (9) 
et (10). 

Sur le Tableau des fractions rationnelles approcbees de e^, on aper^pit 
bien a quoi reviennent ces operations; la fraction (3), par exemple, a 
pour reduites une suite de fractions en escalier, celles relatives aux 
couples 

(/>,o), (/?-+-"l,o), (/^-M,I), (/? + 2,l), (/?4-'i,2), (/?H-3,2), ...; 

supprimer les reduites do rang pair au moyen del'identite de Lagrange, 
c'est obtenir la fraction continue qui a pour reduites les fractions cor- 
respondant aux couples 

(/>>o), (/>-+-i|i), (/?-+-2,2), (/?-f-3,3), ..., 

c'est-a-dire les fractions d'une file parallele a la diagonale principale 
du Tableau; on a ainsi une fraction continue de la deuxieme classe et 
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(Ir la premitTfi famillc. On voit <le memo que les fracliniis (tj) et (in) 
oriL pour retinites les friietiotiA de la dia^ooalc principale (In Tahleaii 
prisps (Ic (lens en deux a paitir df lii prcinilTC. I'l (piVllcs son( ties 
I'raclions dc la tlcuxirme t'amilli'. 



71. I^ ciinverj^cnce de toules ct's IVaetioiis cnnlinui^s rejjuliiTPs 
s'etsiMit aiseinenl. Le nuinepaleur de la (Vactioti rationnelle apjinu^hf-f 
liv e', relative an couple (p.g). fM. (jiiand on diviso les dciix termcs 
t\v I'eltt- fraclion (ii" (i(i) par {/> + y )I. 



h7)(/.-t 



(/' + '/)(/'- 



l)---('/H 



I) ' 



• /' 



el il esL fai'ile de voir re (jue dcvieiit ee pol\ii('niie dajis i-liacnn des 
trois cas suivanls : i" lorsquc, c/ restant inferienr a un nonilire pusitil 
tixc X.p grandit indeiininienl; ■>" lorsque/j et 9 graiidissent indrdni- 
Hifnl, mais de telle sorte que la valeur absulue de la diffi^rence/i — t/ 
reste inferieurt! ii un nombre positiflixe A; 3" lorsquo. /» reslant infe- 
rienr k un nombre positif fixe A. 9 grandit indefinimeiil. Le nunit^ra- 
teur des reduitos sucecssives d'nne Traction continue reguliert? quel- 
eon(jue rentrc necessairement dans I'nu ou I'aulre de ces troJs cas. 

Dansle troisiemecas. le nombre des terniesdu polyniime reslanttini. 
et cliacnn de res terrnes, saul' le. premier, ayant pour liniite zero, il est 
(Evident quele polyn(ime a nne limite (^galeaee premier ternie. a I'unite 
par consequent. 

Dans le premier et le second cas, an contraire, le nombre des teriiies 
du polyn(>me grandit tndetiniiiient; son titnde ne pr(>sent(; anciine dil- 
iiculte e( se Tail. comoK; celle de (^-^--\ (jnand m gramlil indt-fini- 
nient par des valeurs enderes piistllves. 

Observons d'abord que, X designant un nombre positifsiiperieiir it 
\,r\, les modules des termes dn polyntime soni an plus ('gaux ativ 
terries de meme rang de la serie ii termes positifs eimvergcnli- 

X X' X' 

I -h - H h • -r, -(-...; 

t 1.1 1.^.^ 
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si (lone, * (Mant un noinbre posilif donne qiiolconque, on elioisit Teii- 
ti(M* positif /• (1<* telle sorle cjiie la soniiiie de la serie 

\A-f-l X*-*-' 

■+- — 



I .'.»....( X" -h I ) I .'2. . .{/i -i- 'A) 

soil plus pelileque ^» lasommery^des termes du polynome qui suiveiil 



, £ 



le ternie en a*^ aura assureuient un module inferieur a r.; de meme aussi 
les Testes \\,*\ W^^ des series 

- (-y 



I -h ' h • -H . . . , I 

I I . i 1 I .A 



limitees aux termes en x^. 

Supposons-nous maintenant place dans le premier cas, celui oil p 
seul i^'randit in<lefiniment. I^c terme general du polynome est 



p — I p — X p — // -I- I .r 



■r*/< 



P -i- f/ p -^ f/ — I /^ "+" 7 — •* /* "^ 7 — A -T- I I . '^ . . . // 
t TidcMitite 



/^-' . _, 7 



P -^f/ —I p ~ f/ —t 

montre que ce terme general a une limite, egale a 



.r^' 



I . 2 ... A ' 



on pent done prendre/? suffisamment grand pour que la dillerenee 
entre la somme s,i des k -h i premiers termes du polynome et la somme 
SJ^'^ des X--h I premiers termes dudeveloppementde e^soitct resteplus 

petite que j; en designant par P le polynome, on a alors 

ce qui demontre que P a une limite et que cette limite est e^. 
Dans le second cas, Tidentite 

p — £ I p — q — i 



p^q-^i 1 'ii^p^q^i) 
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iiionlreque le terme general dupolynomea une limite egale a 



^)" 



1 .2. . .// 
et le raisonnernenl se fait comme preeedemment, en rempla^ant r^, 

.r » 

^A » ^T P^'" ^*» S'/', Ri^f'. Le polynome P a alors une limite egale a e-. 

72. Considcrons inaintenant la fraction continue reguliere (1); elle 
a pour reduites les fractions rationnelles qui, dans le Tableau relatifa 
^, composent la file verticale/?; il en resultc que la suite des numera- 
teurs de ces reduites tend vers une limite, Tunite. La suite des dono- 
minateurssededuit de la suite des numerateursdes fractions qui com- 
posent la file horizontalc p par le simple changemenl de ,r en — a: 
(n'^Gi); cette suite a done aussi une limite, e"'. La fraction continue 

est done convergente et a pour limite -3;^ = c^. 
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On verrait de meme que la fraction continue (2) est converji^enlr et 
a pour limite — =e^; enfin que chacune desautres fractions (3)-( 10) 



X 



est aussi convergente et a pour limite —7 = e^; done : 

Tonics les fractions continues regidiercs relatives a e^ sont ronverge/ztrs 
rt ont e^ pour limit e. 

On aper(;oit d'un seul coup d'oeil les dilferentes circonstances (|ii(» 
nous venons de rencontrer au moyen de la figure ci-dessns. 
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Los (leches font eonnaitre la direction dans laquelle les reduiles des 
fractions continues regulieres pro^ressentdans le Tableau, et les frac- 
tions, les limites vers lesquelles tendentalors le numerateuretle deno- 
minaleur de ces reduites. 

Nous aurions pu appliquer ici les considerations developpees dans 
les n*""* 15 et suivants; pour toules les fractions continues rejijulieres 
ohtenues, le rayon du cercle (C) est infini, et conime le denoniina- 
leur des reduites lend toujours uniformement vers une fonction con- 
tinue qui n'a aucun zero a distance finie, chaque fraction continue est 
converg:ente dans tout le plan et a e^ pour liniite. Le Tableau qui pre- 
cede niontre bien comment les fractions continues regulieres se par- 
taj^ent en j^M'oupesde fractions ayant une convergence de meme nature, 
comme nous Tavons explique dans le n** 60. 

73. Les fractions continues (9) et (10) ont les niemes reduites; ce 
sont les plus convergentes des fractions continues regulieres relatives 
a r^, et meme detoules les fractions continues simples relatives a cette 
fonction; Tordre de Tapproximation donnee par leurs reduites croit de 
qnatre unites quand on passe d'une reduite a la suivante. 

Si Ton suppose cr = 1, les trois premieres reduites sont 

I, — > , 

7 1 00 1 

elles sont, comme toutes les autres reduites d'ailleurs, des valeurs 
approchees de e par defaut, et la troisieme represente deja r avec six 
deci males exactes 

'^"'2 I 

— — ^-. X , 7 1 828 1 "... . 

I 00 1 ' 
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